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1. Indledning

| rapporten Pendulets svingningstid undersggte vi sammenhaangen mellem
pendulets svingningstid T og pendullaangden |. Vi opdagede, at hvis vi lavede en

(I, T?)-graf, s& 1& mélepunkterne pd en ret linie - vi havde atsd en liness
sammenhaang mellem | og T2.

| dette hadte skal vi undersage tre typer af sammenhaange: Linesare, eksponentielle
og potentielle. Vi vil dog ikke bruge ordet 'ssmmenhaang’, men i stedet udvikling.

Dette haanger sammen med, at isaa eksponentielle udviklinger er gode til at
beskrive vakstfamomener. Sdledes vokser Jordens befolkning, antallet af bakterier
i en romkugle og penge pa en bankbog alle eksponentielt.

En matematiker udtrykker ofte sammenhaange som funktioner. En funktion er groft
sagt en regnefor skrift, en maskine, hvori man putter en x-vaadi, hvorefter maskinen
spytter en y-veaadi ud.

Funktioner betegnes ofte som f (x), g(x) eller h(x).

Eksempler pa funktioner er
f(x)=2x- 3 g(x) = x> h(x) =/x.

Man kan tegne grafen for en funktion i et koordinatsystem. Dette gar ud pa, at man
udregner en hel masse funktionsvaadier, plotter de opndede punkter ind i et
koordinatsystem, og forbinder punkterne med en blad kurve.

Ofte holder man rede pa funktionsvaadiernei et sildeben. Dette er en tabel, hvor x-
vaadierne st&r everst og y-veadierne (eller funktionsvaadierne) nederst. Et
sildeben for funktionen f frafer kunne veare:

x | 3] 2] 12 ] o | 1 ]la15]| 2 | 3 | 4
fy] 9| 7] 5] 3] 1] 0o | 1] 3 5

Lige en afduttende bemaarkning om matematik.

Matematik er, som tidligere naavnt, ikke en naturvidenskab. Men aligevel er der
visse ligheder mellem matematik og naturvidenskaberne. En hypotese hedder
indenfor matematik en sagning, og i stedet for et eksperiment lader vi et bevis
afgere sagningens rigtighed. De fleste beviser er udledninger af forskellige
formler.

Opgaver

1.1 Lav sildeben og tegn graferne for funktionernef, g og h frafer.



2. Den rette linie

Ligningen for denrettelinie er
y=ax+b.

Tallet a kaldes haddningskoefficienten. Tallet b har ikke noget navn, men man
kunne kalde det skaeringen med y-aksen.
Vi skal nu undersgge dette i detaljer.

Eksempel
Vi vil tegnelinien med ligningen y = 2x - 3.
Vi starter med at bemagke,ata=2 og b=- 3.

Den nemmeste made at tegne en linie pa er at finde to punkter pa linien og
forbinde disse med en lige streg, som gerne ma fortsagte ud over punkterne.

IN Med linien til venstre kan vi nemt finde
to punkter:
Vi soter f.eks. x=0 og far den
tilsvarende y-vaadi y=2>0- 3=-3.
1 Det ene punkt er altsa (1,- 1).

Det andet punkt kunnef.eks. vaae
(4,2>4- 3)=(45), hvor vi sster

[~
><\ /

J X=4.
/1\ Vi kan nu tegne linien i et
/ koordinatsystem.

Vi vil nu undersgge den geometriske betydning af tallene a og b. Vi starter med b
ved nedenstéende gvelse:

@velse
Hvad er tallet b i linierne med ligningerne:
y=x+1,y=2x+1,y=3x+1,y=1,y=-x+1,y=-2x+1

Tegn linierne i samme koordinatsystem.
Hov, alelinierne skagrer i y-aksen i samme punkt, (0,1) .

Som ovenstdende avelse kunne antyde, sd har tallet b noget med liniens skaaing
med y-aksen at gere. Vi formulerer det i faglgende sagning:



Satning 1
Linien med ligningen y = ax +b skager y-akseni (0,b)

Bevis:
Linien skagrer y-aksen, netop nar x-koordinaten er 0. Vi sater derfor x =0
i liniensligning og fér, at
y=a>0+b=b.
Linien skeger altsay-akseni (0, b).
0

Vi skal nu kigge pa had dningskoefficientens geometriske betydning:

@velse
Bestem had dningskoefficienten a og tegn i samme koordinatsystem linierne
med ligningerne:
y=2Xx-2,y=2x-1,y=2x,y=2x+1,y=2x+2

Som det ses af gvelsen, er linier med samme haddningskoefficient parallelle.

@Dvelse
Tegn i samme koordinatsystem linierne med faglgende ligninger:

y=-2x,y=-x,y=0,y=x,y=2x.

Det ses, at linier med positiv haddning gar opad, mens linier med negativ
haddning gar nedad. Er haddningen 0, sa er linien vandret. Endvidere, jo starre
haddningen er, jo stejlere er linien.

Populaat sagt: Nér vi gar 1 enhed ud &f
x-aksen, SA g&r vi a enheder op ad y-
aksen - sefiguren.

Bemaak, a hvis haddningskoeffi-
cienten a er negativ, s skal vi ga nedad.




Vi kan preecisere dette i fglgende sagning:

Saning 2

Betragt linien med ligningen y =ax +b
Tilvaksten i y-koordinaten ved en tilvakst pa 1 for x-
koordinaten er had dningskoefficienten a.

Bevis:
Betragt figuren nederst paforrige side.
Vi lader punktet A have koordinaterne (Xo, Yo) 0g daAligger palinien, sder

A'sy-koordinat lig
Yo =a:Xx, +h.
Punktet B har x-koordinaterne (x; y1). Vi gik 1 x-aksen fra %y , s
X, = X +1, 0g daB ogsaligger palinien, s er B'sy-koordinat lig:
y,=a: (X, +t1)+b=y,+a.
Det ses, at forskellen mellem de to y-koordinater netop er a:
Yi-Yo=Yota- yp=2a
o)
Man er ofte i den situation, at man kender koordinaterne til to punkter pa en linie,
og at man skal finde ligningen for linien. Hertil kan benyttes formlen:

Saaning 3
Lad punkterne (X,,Y,) 09 (X;,y;) ligge p& linien med
ligningen y = ax +b, og antag, at x, * Xx,. Dagadder:
Yi- Yo

a=———
X1- Xo

Bevis:
|det begge punkterne ligger palinien, sAmader gadde, at
y,=ax+b og y,=ax+b
Vi manipulerer videre med disse to ligninger og starter med at traskke dem

frahinanden. Vi f& s
Y1- Yo :(axl +b)- (ax0+b):ax1+b- ax0+b:ax1- ax,

R



Satning 4

Lad den rette linie | have haddningskoefficienten a og ga
gennem punktet (X, Y,) . Daer

b=yy- ax
og ligningen for | bliver:
y=a(x- x)+Yg

Bevis:
Vi ved, a ligningen for | er af formen y=ax+b - problemet er bare, at vi
Ikke kender tallet b, men heldigvis kender vi a.

Vi sater derfor punktet (x,,Y,) indi ligningen og fér

Yo =@ +b
R
=-a* Yo
Dette udtryk for b kan vi nu sedte ind i den oprindelige ligning:
y=ax+b=ax- ax+Y,
R
y=a(x- x)+Yg
hvilket beviser ssgningen.
0

Rustet med disse ssgninger kan vi nu finde ligninger for alle mulige linier:

Eksempel
Bestem ligningen for den rette linie, som gar gennem punkterne (-2,6) og
(1,3).

Vi starter med at finde haddningskoefficienten:
yl _ yo = 3-6 = ﬁ:
X -X, 1-(-2) 3




Sadning 5 fortadler os nu, at ligningen er
y=-D(x- (-2)+6.
Dette kan skrives lidt paanere som

=-Xx+5.

Endelig kan man komme ud for at skulle finde skaaringspunktet mellem to linier:

Eksempel

2.1

2.2

2.3

Find skagringspunktet mellem liniernel og m med ligningerne
|:y=2x+6 og m:y=-x+3

Dette gares ved at finde x-koordinaten til skagingspunktet farst. Vi kan
nemlig sadte de to liniers ligninger lig med hinanden og |@se den derved
fremkomne ligning

2X+6=-x+3 U 3x=-3 x=-1
y-koordinaten til skazingspunktet er ved indsadtelse i en af liniernes
ligninger:

y=2(-1)+6=4.
Skagingspunktet er derfor (- 1,4) .

Opgaver

Bestem en ligning for falgende linier:

a | gar gennem (2,4) og (8,10)

b) mgar gennem (7,-4) og (1,- 2)

C) n gar gennem (- 10,1) og (- 1,10)

d) p gar gennem (9,3) og (3,3)

€) g gér gennem (0,4) og har haddningen 5
f) r gar gennem (4,0) og har haddningen 8

Tolinier har ligningerne y=3x+8 og y=- x- 12.

a Bestem liniernes skaaingspunk.

b) Tegn linierne i samme koordinatsystem.

C) Passede dit fundne skaaingspunkt med graferne?

Grafen for en linesar funktion f gar gennem punkterne A = (- 10,12) og
B=(9,22).

a Bestem en regneforskrift for f.
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2.5

b) Undersgg, om punktet C = (7,19) ligger pagrafen for f.

| Roskilde Kommune betaler beboerne for deres vandforbrug efter
nedenstdende bestemmelser. Ud over en fast afgift betales bade en
vandafgift og en vandledningsafgift, som begge afhsanger af forbruget. |
1991 var taksterne:

Fast afgift: 91,50 kr.

Vandafgift: 5,20 kr. pr. 1000 liter vand.

Vandledningsaf gift: 14,52 kr. pr. 1000 liter vand.

a Bestem en regneforskrift for den funktion f, som angiver den
samlede udgift til vand, malt i kr., som funktion af vandforbruget x,
malti 1000 liter.

En familie brugte 172000 liter vand i 1990.

b) Beregn familiens samlede udgift til vand i 1991 ved uaandret forbrug.
Familien vil gerne nedsadte den samlede vandudgift for 1991 til 2500 kr.

C) Hvilket vandforbrug métte familien sa hgjst havei 1991?

En kunsthandvaaker fremstiller en bestemt type krukker. Han vil levere 50
krukker pr. méned, hvis prisen szdtestil 100 kr. stykket, og han vil levere 70
krukker pr. maned, hvis prisen sates til 120 kr. stykket. Antallet af krukker,
han leverer pr. maned, kaldes udbuddet, og det antages, at udbudet er en
lineaar funktion af prisen pr. krukke for priser mellem 80 kr. og 120 kr.

a Tegn pa grundlag af dette grafen for udbudsfunktionen i et
koordinatsystem. Brug en (pris,udbud)-graf.

b) Bestem en regneforskrift for denne funktion.

Efterspergslen pa krukkerne er ogsa en funktion af prisen. Det antages, at
denne funktion er givet ved:

E(x)=-07x+128 , 40£x£140

C) Bestem den pris, for hvilken det gadder, at udbud og efterspargsel er
lige store.



3. Lineaere sammenhaenge

Vi vil studere nogle situationer fra det virkelige liv, hvor linesare sammenhaange
forekommer. Vi starter med et eksempel frafysikken:

Eksempe (Ohm'slov)
En resistor (eller modstand) er en elektrisk komponent. Der er fglgende
sammenhaang mellem stremmen | og spaendingsfaldet U over en resistor:

U =Rl
Her kaldes starrelsen R for resistorensresistans.
Denne lov, som i gvrigt kaldes Ohm's lov, er et eksempel pa en linesa
sammenhaang: Erstatter vi x med | og y med U, sa er det jo ligningen for en
ret linie med had dningskoefficienten R og skaaringen 0 med y-aksen.
Antag, at vi i et forsgg har malt pa en resistor og fundet fglgende vaardier:

1 (A) | 0,027 | 0,100 | 0,142 | 0274 | 0,442 | 0,731 | 0,954

uv) | 031 | 097 | 153 | 275 | 438 | 726 | 952
Hvad er nu resistansen for denne resistor?

Dette problem kan lgses ved at indtegne mdepunkterne pa et stykke
millimeterpapir: (Der er dog ikke anvendt millimeter-papir pa figuren
nedenunder!)
10 7
8 i

6 +

XX

O X T T T T 1
0 0,2 0,4 0,6 0.8 1

Desvaare ligger punkterne ikke pa en ret linie; der er sma afvigelser, som
skyldes maleusikkerhed osv.
For at finde Rtegner vi derfor den bedste rette linie:



=
o

| —

o = N W e g o ~ o ©
T T

T

0 0,2 04 0,6 0,8 1

Vi aflasser to punkter pa linien (ikke to maepunkter; de ligger jo ikke
ngdvendigvis pa linien). Det er bedst, hvis disse to punkter ligger langt fra
hinanden.
Her kan vi f.eks. bruge (2; 0,2) og (6; 0,6).
Ved at anvende sagning 3 sa kan vi nu finde had dningskoefficienten:
6-2 4
a= = =
0,6-0,2 0,4

og resistansen Rvar atsapa 10 W. (Resistans malesi Ohm (W) ).

En sammenhamg af formen y =a>Xx kaldes ofte en proportionalitet (eller en
ligefrem proportionalitet) mellem x og y. Sterrelsen a kades sa
proportionalitetskonstanten.

Alternativt kan man sige, at i en proportionaliteter b=0

Eksempel (Kalorieforbrug)
Nedenunder er vist sammenhaangen mellem den hastighed v (i km/time),
som en forsggsperson lgber, og hans kalorieforbrug E pr. time.

% 10 12 14 16 18
E 400 552 686 800 918

Man vil undersage sammenhaangen mellem v og E, og derfor indtegner man
malepunkternei et koordinatsystem:

10



1000 T
o0 + X
800 + X
700 + X
&D 4
w500 + X
400 T X
3(D 4
zm 4
100 +
0 t
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

\Y

Det ser ud til, at der er en linesg sammenhaang mellem v og E. Vi finder
denne sammenhaang ved at tegne bedste rette linie og aflaese punkter til
beregning:

1000 |
900 X
800 X
700 x
600

w 500 X
400 X
300
200
100
0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Vv

Grafen ovenfor er ikke for god; men det ser ud til, at linien gar gennem
(5; 100) og (12,8 ; 600).

Antager vi, at sammenhaangen mellem v og E er af formen E =a>v+b, sa
giver ssdning 3 og 4, at
_ 600- 100

a=———=6410
128-5

b=600- 64,10>12,8 =- 220,51.

Sammenhaagen er altsd E = 64,10v - 220,51

Bemagk, at E og v ikke er proportionale - idet b-vaadien jo ikke er O, men
ligmed - 220,51.

11
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Opgaver

En lodret haengende fjeder bel astes med forskellige lodder, hvorved fjederen
forlaanges. | tabellen er der angivet sasmmenhgrende vaadier af loddets

masse m (malt i g), og fjederens forlaangelsex ( malti cm).

m

50

100

150

200

250

300

X

11

2,5

3,8

5,0

6,3

7,5

a Afbild maleresultaterne pa millimeter-papir.

b)
c)

Find ud fragrafen en sammenhaang mellem mog x.

Er mog x proportionale?

| en beholder er der luft, og sammenhgrende vaadier af luftens temperatur
og tryk er malt. Resultaterne fremgar af tabellen - temperaturen T er malt i

°C og trykket p i mmHg.

T

0

12

27

36

49

71

88

100

114

137

P

680

714

750

770

805

860

870

935

970

1030

Ifalge teorien er p en linesa funktion af T, men pga. maleusikkerheder

passer dette ikke helt.

a)
b)

| ndtegn resultaterne ovenfor pa et stykke mm-papir.

Bestem en forskrift for p som funktion af T.

Den temperatur, der svarer til trykket 0 mmHg, kaldes det absolutte
nul punkt.

Bestem ud fraforskriften det absol utte nul punkt.

c)

Pa baggrund af et stort antal malinger foretaget i mange lande regner man
med, a en persons maksimale pulsfrekvens er en linesgr funktion af
personens alger.
For en 20-arig er et maksimale pulsslag 200 slag pr. minut, og for en 60-arig
er den 160 slag pr. minut.

a)

b)
c)

d)

Bestem en forskrift for den maksimale pulsfrekvens som funktion af

aderen.

Tegn en (alder , maksmal pulsfrekvens)-graf.

Hvad er den maksimale pulsfrekvens for en 35-arig?

Hvilken alder svarer til en maksimal pulsfrekvens pa 164 slag pr.

minut?

To taxafirmaer A og B fastlagger derestakster forskelligt:

12
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FirmaA tager 7,00 kr. i startpenge og 7,50 kr. pr kert km.
FirmaB tager 12,00 kr. i startpenge og 3,50 kr. pr. kert km.
Med f(x) betegnes prisen for at kere x km med firma A. Med g(x)

betegnes prisen for at kearex km med firmaB.
a Angiv regneforskrifter for funktionernef og g.
b) Lasuligheden g(x) < f (x).

C) Hvad siger Igsningen til uligheden om prisen pa taxature med de to
firmaer?

Et tredie firma C fastlagyger taksten som: 7,00 kr. i startpenge, 10,00 kr. for
den farst kerte km og 6,00 kr. for hver af de naeste km.

d) Indtegn i et koordinatsystem prisen for en tur med firma C som
funktion af antal kerte km.

e) For hvor lange taxature er firma C det dyreste?

En synodisk maned er den tid, der gar mellem to fuldméner, eller, hvad der
(nassten) er det samme, Manens omlgbstid omkring Jorden.

Idet Manen langsomt bremses op i sin rotation omkring Jorden, kan man
forvente, at laangden af den synodiske maned langsomt aftager gennem
armillionerne.

En made at male, hvorledes den synodiske maned aftager, er ved at betragte
forstenede muslinger. En muslingeskal er nemlig opdelt i perioder svarende
til en synodisk maned, og som igen er opdelt i dag-vakstlag. Ved at optadle
det gennemsnitlige antal dag-vakstlag i de forstenede muslinger kan man
sdledes finde ud af, hvorledes den synodiske maned har varieret gennem
tiden.

| nedenstaende tabel er angivet sammenherende vaadier af
t = forsteningensalder i mill. ar

og
X = den synodiske maneds laangdei degn.

0 18 40 46 72 | 205 | 300 | 340 | 380 | 510

292 | 294 | 296 | 298| 299 | 29,7 | 30,1 | 30,4 | 30,5 | 31,6

a Ger rede for, om man med rimelighed kan antage, at der er en linesg
sammenhaang mellem x og t.

b) Ifglge nutidige astronomiske observationer aftager den synodiske

maneds laangde med 2 millisekunder pr. arhundrede. Er dette i
overensstemmel se med malingerne ovenfor?

13



36 Man kommer engang i mellem ud for, a sammenhaagen mellem to
starrelser ikke er lineaar; men at denne sammenhaang kan transfor meres om
til en linesg sammenhaang. Eksempelvis kan man undersage et enzyms
reaktionshastighed v som funktion af substratkoncentrationen c. (Et enzym
er et protein, der virker som katalysator, typisk i en biologisk ssmmenhaang).
Teoretiske overvejelser antyder, at sammenhamgen mellem vog c er af
formen

atsd en linesa sammenhaang mellemE og E
C

E:a}+b
\Y C

\

Nedenstéende skemaindeholder en rakke malinger af c og v:

C 137,0 99,5 67,6 26,2 13,6 10,0 79
v 22,0 20,5 19,0 12,5 9,0 7,0 6,0
: 1 1
a Lav en tabel, som viser sammenhaangen mellem — og —.
cC "V
. 1 1
b) Er der tale om en lineaa sammenhaang mellem — og —?
(oY
C) Bestem konstanterne a og b.

3.7 Paet hus opsadtes en plastictagrende, som sammensadtes af to dele pa hver
6 meter. Da plastic udvider sig ved opvarmning, ma de to dele ikke sates
for tegt op ad hinanden, ndr de samlesi et samlestykke. Af tabellen nedenfor
fremgar f.eks,, at afstanden mellem de to dele skal vaae 59 mm, hvis
temperaturen er - 5°C, n& tagrenden sadtes op. Afstanden d er med
tilneamelse en linesa funktion f af temperaturen T.

T(°C) -30 -25 -20 -15 -10 -5 0
d (mm) 101 92 84 76 67 59 50
T(°C) 5 10 15 20 25 30
d (mm) 42 34 28 17 8 0
a) Lav en (T,d)-graf og undersag, om d faktisk er en lineaa funktion af
T.
b) Bestem en regneforskrift for f.
C) Der er en trykfgl i tabellen, idet den opgivne afstand ved 15°C er

forkert. Giv et skan over denrigtige afstand i dette tilfad de.

14




4. Procenttal

Inden vi gar i gng med den eksponentielle udvikling, sa skal vi lige repetere
procenttal.

Procenttal er en ofte benyttet made at angive forhold pa Ordet procent kommer
fralatin og betyder hundrededele.

Eksempel

Thomas mor har et blomsterbed med 40 blomster. En dag river Thomas 12
af blomsterne op.
Hvor mange procent af blomsterbedet har Thomas adelagt?

Svaret er, a den brgkdel af blomsterne, Thomas har adel agt, er

1_2 =0,3
40

For at fA angivet denne brekdel i procent, sd skal vi gange med 100%:
0,3=0,3>100% = 30%

Man ska her tamke p3, at 100% =1 - der gar jo 100 hundrededele pa 1.

Nar man angiver f.eks. stigninger eller fald i procent, sa skal man passe lidt pa:

Eksempel
Hansen er den lykkelige ger af to aktier - eni Matmyst A/S og en i Mytmast
A/S. Begge har en palydende vaardi pa 10000 kr., og begge er nedei kurs 60.

Hvor meget er hver aktie vaad?

Svar: Kurs 60 betyder, at aktierne i dag kan sadges til 60% af deres
palydende vaadi. Hver af aktierne er altsa

60% >10000= 0,60>10000= 6000 kr. vead.

Aktien i Matmyst A/S stiger nu 10 points (eller 10 procentpoints). Hvad er
den nu vaad?

Svar: En stigning pa 10 points betyder, at kursen stiger med 10 fra 60 til
70. Aktien er altsa

70% >10000= 0,70>10000= 7000 kr. vazd.
Aktieni Mytmast A/S stiger med 10%. Hvor meget er den nu vaad?

Svar: En digning pa 10% betyder, a aktiens veadi nu e
100% +10% =110% af den gamle veadi. Aktien er atsa

110%>6000= 1,10>6000= 6600 kr. vead.

15
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4.2

4.3

4.4

Opgaver

Omeskriv nedenstédende procenttal til decimaltal:

a  45% b  17% c)  72,4% d  0,16%

e  0,01% f)  1,01% 9  192% h)  0,0001%
Omskriv nedenstédende decimaltal til procenttal :

i) 0,02 i) 0,352 k§  0,0352 ) 1,01

m) 0,101 n) 90 0) 1 p) 2

F2) Hvor mange procent udger 300 af 6000 ?
b) Hvor mange procent udger 19 af 210 ?

C) Hvor meget er 15% af 230 ?

d) Hvor meget er 190% af 0,1 ?

En aktie med palydende 50000, ligger i kurs 140. Hvor meget er aktien
vagd?

Kursen siger nu med 40 points. Hvor meget er aktien nu vead?

Hvor mange procent af aktiens vaardi udgjorde stigningen?

Pa Pladderballe Gymnasium er 25% af eleverne sproglige, 40% af eleverne
matematikere og 35% af eleverne HF ere. Der er 120 matematikere.

Hvor mange elever er der i alt?

Hvor mange sproglige og HF ere er der?
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5. Rentesregning

Som introduktion til eksponentiel udvikling vil vi kigge lidt parentesregning.

Eksempel
Henrik sater 1000 kr. ind pa en bankbog til en rentefod pa 6 % pr. &. Hvor
mange penge star der pa bankbogen efter 2 &r?

At rentefoden (eller bare renten) er 6 % pr. ar. betyder, at efter et ar tager
banken det belgb, der star pa kontoen, udregner 6% heraf, og saeter det
bel gb ekstraind pa kontoen. Dette ekstra bel gb kaldes ogsa renten.

Efter et ar far Henrik

1000>6% = 1000>0,06 = 60 kr.

i rente. Indestéende efter et ar er derfor 1000+ 60 = 1060 kr.
Efter endnu et ar far Henrik

1060>6% = 1060>0,06 = 63,60 kr.
og indestaende efter to ar er derfor 1060 + 63,60 = 1123,60 kr.

Dette er en udmaaket metode til at beregne renter med; men hvis vi vil finde
indestdende efter 45 ar, sa bliver det lidt kedeligt.

Lad os analysere ovenstéende regnerier lidt nearmere. Efter 1 ar havde Henrik
1000+ 60 = 1000+ 1000>0,06 =1000>(1+ 0,06) = 1000>1,06

kroner pa kontoen. Efter 2 & havde Henrik
1060+ 63,60 = 1060+ 1060>0,06 = 1060>(1+ 0,06) =1060>1,06
Hmm - der er et manster her:
Man kan finde belgbet pa kontoen efter et ar ved at gange med 1,06.

Dette tal 1,06 kaldes fremskrivningsfaktoren; vi fremskriver Henriks kapital (dvs.
tilskriver rente) ved at gange med 1,06.

Dette gad der generelt:

Saetning 5

En kapital kan fremskrives med rentefoden r% ved a gange
med fremskrivningsfaktoren a =1+r%

Bevis:
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Lad os kalde kapitalen for k. Renten, der tilskrives, ma vage k>r%, og det
samlede belgb efter en rentetilskrivning er derfor

k+k>r% =k>1+r%) =k>a
E
Rustet med denne formel kan vi beregne, hvor mange penge Henrik har efter 45 ar:

Efter 1 & har Henrik 1000>1,06
Efter 2 & har Henrik 1000x1,06x1,06 = 1000x,06° .
Efter 3 & har Henrik 1000062 x1,06 = 1000X,06°

Efter 45 & har Henrik 1000X.,06* 1,06 = 1000x1,06%

| ndtastet pa lommeregneren:

1000 [] 1.06 |y*| 45 [=
Resultatet bliver 13764,61 kr.

Dette eksempel giver anledning til renteformlen:

Saetning 6

En kapital k, til rentefoden r% er efter n rentetilskrivninger
blevet til kapitalen

K, = ko {1+1%)"

Vi vil ikke bevise denne saning, men i stedet lade laeseren sig overbevise af
eksemplet ovenfor.

Man kalder ofte perioden mellem to rentetilskrivninger for en termin. | eksemplet
med Henriks bankbog var terminen et & - der gk jo et & imellem
rentetil skrivningerne.

Vi giver et par eksempler pa anvendelse af saening 6:

Regnede opgaver
Opgave: Niels indsadter 1000 kr. pa en konto med érlig rente pa 10%.
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Opgave:

Opgave:

Hvor meget stér der pa kontoen efter 5 ar?

Renteformlen giver
ks =1000%(1+10%)° =1000%,10° = 1610,51
Der stér altsd 1610,51 kr. pa kontoen efter 5 ar.

Jensfér til sin 18 ars fadsel sdag en bankbog af sin grandtante. Pa
bankbogen star der 4813,24 kr., den arlige rente er 5%, og grandtante
Olga indsatte det oprindelige belgb, da Jens blev fadt. Hvor meget
Indsatte grandtante Olga?

Vi skal findek, i renteformlen. n =18, k;g = 4813,24 og r =5%,
sa dette kan geres ved at omskrive renteformlen lidt:

R k
kig = ko X(1+1)*® U ko=—T—
18 k0)< ) 0 (1+r)18
Indssdtes vorestal, sdfas
O:M:zogqog
(1+0,05)

Grandtante Olga startede altsa med at indsagtte 2000,00 kr.

| en reklame for en "Y ngle-Penge-konto" lover Doggerbanken, at
"1000 kroner bliver til 3000 kroner pakun 20 ar".
Hvor meget giver Doggerbanken i arlig rente pa en sadan konto?

Vi ska nu finder i renteformlen:

- kK. - Kk
Ko=koX1+r)" U (1+r)"=-—"U0U 1+r=p-" U

Ko Ko
I’:nﬁ-l
| Ko

Indsadtes vaagrdierne k, = 1000, k,, = 3000 og n =20, safas

[ = 26/ 3000 4 0 0564=5,64%
1000

Den arlige rente er altsa pa ca. 5,64%.

Indenfor rentesregning er der mange fadder:
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Eksempel
Paen konto er den arlige rente pad 12%. Hvad er den manedlige rente?

Svaret er ikke 1%.
Lad os se hvorfor: Hvis den manedlige rente er pa 1%, sa er den manedlige
fremskrivningsfaktor pa

Baneg =1+1% =1+0,01=101.
Den arlige fremskrivningsfaktor er sapa

Ay = A~ = 1,01 = 112682503 » 1,1268
Den arlige rente er derfor pa

rs, =as - 1=11268- 1= 01268 = 12,68%

og det er jo ikke det samme som 12%.

For at finde det rigtige svar skal vi taanke os lidt om. Lad os kalde den
manedlige rente for r. Den manedlige fremskrivningsfaktor er nu
Qmaned =1+, 0g den arlige fremskrivningsfaktor er

- 12 _ 12
Ay = Amned = (1471)

|det den drlige rente er 12%, sder a;, =1+12% =112.
Sadter vi disse to ting sammen:

a+n¥?=112 U 1+r=%112 U
r =%/112 - 1=0,009488793 » 0,95%

(Palommeregneren:

1,12 V] y| 12 7 1 3 )

Eksempel
Pa en bankkonto er renten 3%, 5%, 2% og 6% i labet af de fire farste ar.
Hvor stor var den gennemsnitlige rente?

Med den gennemsnitlige rente forstas den rentesats som ville give der
samme indestéende som ovenstaende, men hvor rentesatsen er konstant. For
at finde denne, forestiller vi os, at vi indsater f.eks. 100 kr. pa kontoen.

| 1gbet af defireferste ar traskker de 100 kr. renter og vokser til
100>(1+ 3%)>(1+ 5%) >(1+ 2%) >(1+6%)
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5.1

52

53

Var rentesatsen konstant lig med r, sa skulle indestdende ifalge
renteformlen vaare 100X(1+r)*. Sadter vi disse indestdender lig hinanden,
safés

100X 1+ 3%) X(1+5%) X1+ 296) X1+ 6%) = 1001 +r)*
eller

1+r =4/(1+3%) (1+5%) (1+ 2%)(1+ 6%) =1,0398
Den gennemsnitlige rente var altsa pa 3,98%.
Bemaak, at startbelgbet pa 100 kr. ikke beted noget for selve udregningen.

Derfor undlader man normalt at anvende et startbel gb, men regner direkte pa
fremskrivningsfaktorerne.

Opgaver

| nedenstdende skema forestiller man sig, at kapitalen k, indssdtes i n
terminer til rentesatsen r, hvorefter kapitalen er vokset til k. Udfyld de
tomme felter:

Kg r n K,
2000 3% 12
3500 1,25% 14
0,6% 4 500
11% 18 1000000
100 10 1000
4000 4 7500
100 14 1000

Doggerbanken har netop lavet en ny kontoform, hvor renten det ferste ar er
2%, renten den naeste ar er steget til 4 %, og fradet tredie ar og fremover er
rente pa 7%.

Hvor stor er den gennemsnitligerentei |gbet af defarste 5 ar.

Firmaet Matmyst A/S's indtjening voksede i 1990 med 5%, i 1991 med 3%,
men i 1992 faldt indtjeningen med 10%.

Hvor stor var den gennemsnitlige vakst i indtjeningen i Igbet af denne
periode pa 3 ar?
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6. Eksponentiel udvikling

Renteformlen (saetning 6) er et udmaarket eksempel pa en eksponentiel udvikling:

Definition 7

f (x) =bxa¥

r =a- 1 kaldesvakstraten.

En eksponentiel udvikling er en funktion med forskriften

a kaldesgrundtallet eller fremskrivningsfaktoren.
b kaldes begyndel sesvaardien.

Bemagk sammenhaangen mellem renteformlen og forskriften for den

eksponentielle udvikling:

k, =Ko X(1+r1)" og
antallet af terminer n svarer til
kapitalen efter n terminer svarer til
fremskrivningsfaktoren 1+r svarer til
startkapitalen k, svarer til
rentefoden r svarer til

f(x) =bxa*.
den uafhaangige variabel x

funktionsvaadien f (x)

fremskrivningsfaktoren a
begyndel sesvaadien b

vakstraten r

Men eksponentielle udviklinger kan ogsa bruges til meget andet. Generelt gedder,
at i situationer, hvor en starrelse vokser med en fast procentdel, sa er der tale om

en eksponentiel udvikling.

Eksempel

Jordens befolkning vokser med 1,8% om &ret. | 1984 var der 4,7 milliarder
mennesker pa Jorden. Hvor mange vil der vaaei ar 2020?

Her har vi en eksponentiel udvikling. Begyndelsesveadien er 4,7
(milliarder), og fremskrivningsfaktorener a =1+1,8% = 1,018.

Lader vi x betegne antal ar efter 1984, og f (x) befolkningstallet (i
milliarder) i & x, sdhar vi f (x) =4,7x,018"

Ar 2020 svarer til x =2020- 1984 =36, og

f (36) = 4,714,018 =89

Der er derfor 8,9 milliarder mennesker pa Jorden i 2020.
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Vi kan ogsd komme ud for situationer, hvor en starrelse aftager med en fast
procentdel:

Eksempel
Arbejdslasheden i Pladderballe Amt aftager med 2% om aret. | 1995 er
arbejdsl gsheden pa 20000 mennesker. Hvor stor er den i ar 2020.

Igen lader vi x vage antal ar efter startaret - hér 1995, og f (x) anta
arbejdslgsei ar x.

Begyndel sesvaadien er b =20000.

Vaksten (eller 'rentefoden’) er negativ, r=-2%=-0,02, sa
fremskrivningsfaktorener a=1+r =1- 2% =1- 0,02 =0,98.

Forskriften bliver derfor f (x) = 20000>0,98%.

Ar 2020 svarer til x =2020 - 1995 = 25, og derfor er der
f (25) = 20000 X0,98% = 12069
arbejdslgsei ar 2020.

Generelt gadder, at hvis fremskrivningsfaktoren a > 1, s vokser funktionen, men
hvis a < 1, s aftager funktionen.

Ligesom i det linesae tilfadde er man ofte ude for, at man kender to punkter pa
grafen for en eksponentiel udvikling, og ud fra disse skal man finde forskriften, jvf.
saningerne 3 og 4. Her kan man bruge falgende sagning:

Saetning 8
Lad f (X) =bxa* vage en eksponentiel udvikling, med

f(x)=y, og f(x) =Y,
Dagadder, at

_ Yo -y
a=x ><1/— 0 =21
2 Y1 J at

Beviset for denne sadtning udel ades.
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Eksempel
Givet: f er en eksponentiel udvikling, med f (2) =3 0g f (5 =7.

Find: Regneforskriften for f

Svar: f(x) =bxa”, daf er en eksponentiel udvikling
(X1’y1) =(2,3) og (Xz ) Y2) =(5,7)
a = XX Y2 - 5-\2/; =1,326352403» 1,326

Y1

2

=% -3 1705310232 1.705
a® a

Altsa f (x) = 1,705, 326"
Find: f (12)
Svar: f(11) =1,705%4,326" » 37,993

En mere praecis vaadi kan bruges ved at anvende vaardierne for a og b,
men med alle decimalerne:

f (11) =1,705310232x1,326352403" » 38,111

Pa lommeregneren er det en god idé at gemme vaadierne for aog b i en
hukommelse med alle decimalerne. Dette kan geres sddan:

a |l 7 1.1 3 DI gl s |-

2 ) =| |STO 1

Veaadien for a er nu gemt i hukommelsen 1 - displayet viser et lille
M1 oppei venstre hjerne.

b: 3 , RCL 1 y*l | =] |STO| 2

b er nu gemt i hukommelse 2, og displayet viser et lilleM2

f (11): RCL 2 X RCL 1 y*

11 =
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Eksempel
Givet: f(x) =b>xa*med b=3,2 og f(4) =9

Find: Regneforskriften for f

Svar: f(x)=32xa"

a beregnes:

f(x) =bxa*
)
3

a:§/3§2»1,295

Vi har nu f (x) = 3,2%,295"

Opgaver

6.1 Tegn graferne for fglgende eksponentielle udviklinger:
f (x) =245  f,y(x) =3%,5" Q(X)=20,7"  gy(x) =20, 7
(Graferne bliver ikke rette linier)

6.2 | hver a nedenstéende opgaver er f en eksponentiel udvikling. Bestem
forskriften for f ud frade givne oplysninger.

a f(8) =6,3 og f(23) =2

b) f (1,1) =803 og f(2,4)=921

c) f(-2)=6 og f(2)=3

d) f(0)=6 og a=4

e) b=6 0g f(3)=12

f) a=2132 og f(2,4)=1124
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6.3

6.4

6.5

Agyptens befolkning vokser eksponentielt og var i 1965 pa 29,4 millioner
og i 1970 pa 33,3 millioner.

F2) Opstil en forskrift for A£gyptens befolkning som funktion af tiden.
b) Hvor mange mennesker vil der vaarei Zgypteni ar 2000.

C) Hvor stor er den arlige befolkningstilvakst i procent?

d) Hvor stor er den 10-arlige vaskstrate?

| TV-Avisen den 8. september 1977 fremsatte en journalist felgende
udtalelse om huslgen for en bestemt type lgjlighed:

Den manedlige husleje er i gjeblikket pa 1600 kroner. Hvis der
ikke gribes ind fra politisk hold, vil huslejen stige med 15 % arligt.
Det betyder, at huslejen i 1985 vil vaare pa 5000 kroner.

Har journalisten ret?

Antallet af landbrug i Danmark var i 1972 pa 143093 og i 1976 pa 130753.
Det kan antages af antallet af landbrug felger en eksponentiel udvikling.

F2) Bestem en forskrift for antallet af landbrug i Danmark.
b) Med hvor mange procent falder antallet af landbrug i Danmark pr. &?
C) Hvor mange landbrug er der tilbagei Danmark i & 20007
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7. Fordoblings- og halveringskonstant

Indenfor de eksponentielle udviklinger er det meget vigtigt at vide, hvor lang tid det
tager, far funktionsvaardien er halveret eller fordoblet.

Eksempel
Hr. T. Orsk opdradter fisk. Han har dags dato 15000, og undersggel ser viser,
at antallet vokser med 2 % om dagen. De yngler jo godt, de smapus.

Efter 1 dag har han 15000%, 02" = 15300 fisk

Efter 2 dage har han 15000%4, 022 = 15606 fisk

Efter x dage har han f (x) =15000x4,02* fisk
Hvorndr mon han har dobbelt sd mange fisk - altsa omkring 30000 fisk?
Lad os preve med 35 dage:

Efter 35 dage har han 15000%,02% = 29998 fisk

Den tid der ga& indtil han f& dobbelt sa mange fisk kalder vi
fordoblingskonstanten, T,. | dette tilfadde er T, = 35. Da det selvfaigelig
er utilfredsstillende at preve sig frem, sa vil vi finde en formel, der kan
udregne T,.

Men farst en mere generel definition.

Definition 9
Fordoblingskonstanten T, for en eksponentielt voksende
udvikling er den x-tilvakst, der giver en fordobling af
funktionsvaardien: f (x+T,)=2f(x)
Halveringskonstanten T,, for en eksponentielt aftagende
udvikling er den x-tilvakst, der giver en havering af
funktionsvaerdien : g(x+ Ty,) = $9(X)

Vi husker pd, at den eksponentielle udvikling f (x) =b>xa* er
voksende netophvis a>1
aftagende netop hvis 0O<a<l
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Saning 10
Lad den eksponentielle udvikling f veae givet ved
f (x) =bxa”

a Hvisf er voksende, sa er fordoblingskonstanten givet ved
_log2

> loga

b) Hvisf er aftagende, sa er halveringskonstanten givet ved
_1o0g(0,5)

loga

TZU 2

Det lidt mystiske 'log' er en logaritme. Vi stedte faktisk allerede pa den, da vi
snakkede pH.
Beviset for denne saening udel ades.

Eksempel
Fraforrige eksempel havde vi fiskeforskriften:

f (x) = 150004, 02"

Dette er en eksponentiel udvikling med grundtal a = 1,02.
Vi finder fordoblingskonstanten ved ovenstdende saening.

T2 = M » 35,00
log(1,02)

Palommeregneren:

log] 2 log] 1,02 =

Bemagk, at vi skulle kun vide, hvad grundtallet a var for at kunne finde
fordoblingskonstanten. Og grundtallet a kan vi jo finde, bare vi kender
vakstraten r .

Eksempel
Doggerbanken giver 6% i rente om aret. Hvis Hr. T. Orsk szdter pengeind pa
en konto, hvornar er kontosummen fordoblet?
Det faslet af saetning 10 efter en udregning af grundtallet:

a=1+r=1+6%=1+0,06=1,06
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= M » 11 90
log(1,06) ’

Der gér altsa naesten 12 ar far kontosummen er fordoblet.

Eksempel
T. Orsks gadd til Lakskabing Bank falder 3% arligt. Hvorndr er gadden
halveret?

Det falger igen let ved brug af ssgning 10, men farst skal grundtallet

udregnes
a=1+r =1+(-0,03) =0,97
Ty = 10g(0,5 » 22,76
log(0,97)

Sa efter kun 23 ar vil gadden i Lakskgbing bank veare halveret.

Eksempel
T. Orsk har kebt anparter i Terminal Original Business International System
A/S (TOBIS A/S), og har faet lovet, at deres vaadi vil veae fordoblet efter
kun 12 &r. Med hvor mange procent stiger anparterne med pr. ar?

Vi kender fordoblingstiden T, =10, og skal i ferste omgang finde
fremskrivningsfaktoren:

T, :—IOQZ U loga = l0g2 U
loga T,
B log2, _ log2, _
a=INV log( = ) =INV Iog(T) =1,071773463 » 1,072
2

Vakstraten (eller renten) er derfor
r=a-1=1072- 1=7,2%

Anparternes vaadi vokser altsa med 7,2% om dret.

Palommeregneren findes a sadan her:

2 [log) O 10 E [2nd] [log] E

Eksempel
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7.1

7.2

7.3

74

7.5

En eksponentiel udvikling f opfylder, at f (2) =10 og f (10) =160.
Bestem fordoblingskonstanen, men kun ved hovedregning.

Vi har, a fra x=2 til x=10 16-dobles funktionsvaadien. Men en 16-
dobling er jo bare 4 fordoblinger. Da 4 fordoblinger tager 8 x-enheder, sa
ma det tage 2 for en fordobling. Ergo, T, =2.

Sefiguren:
x=2® x=4® x=6® x=8® x=10
T T, T, T
10 20 40 80 160
Opgaver

Find for nedenstdende eksponentielle udviklinger fordoblingskonstanten,
hvis der er tale om en voksende funktion, og halveringskonstanten, hvis der
er tale om en aftagende funktion:

8 f(x)=313 b)  f(x)=0,97x509"
o) f(x)=112>0,9" d  f(x)=0,9%12"
e f(x)=3,26%,001" f)  f(x)=3260,998"

En eksponentiel udvikling f har halveringskonstanten 2,31 og opfylder, at
f(1,4) = 2,6. Bestem en forskrift for f.

En eksponentid udvikling g har fordoblingskonstanten 1,1 og opfylder
g(4) = 4. Bestem en forskrift for g.

En eksponentiel udvikling h opfylder, at h(8) =10 og h(12) =40. Bestem,
kun ved hovedregning, fordoblingskonstanten for h.

Den eksponentielle udvikling k opfylder, at

k(x+6) =8>k (x)
uanset x's vaadi. Bestem fordoblingskonstanten for k ved hovedregning.
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8. Enkeltlogaritmisk papir

Betragt grafen for den eksponentielle udvikling f givet ved f (x) =1,5x4"

X -2 -1 0 0,5 1 15 2 3 35

y 10094]0,375| 15 3 6 12 24 96 | 192

Grafen vokser ret hurtigt, s den er svaa at tegne. Endvidere det er svaat at se, om
det rent faktisk er en graf for en eksponentiel udvikling.

| andre sammenhaange kommer man ud for at skulle afgere, om nogle maedata
falger en eksponentiel udvikling. Her ville det vagre rart at have et stykke vaaktgj,
som kan afgere dette.

Dette vagktg] findes faktisk og hedder et enkeltlogaritmisk koordinatsystem
(forkortet ELK). | et ELK vil en eksponentiel udvikling vaae en ret linie.

| et ELK er x-aksen ganske normal, men y-aksen er en sdkaldt logaritmisk akse.

1 2 3 4 5 &6 7 8 %10

B
Ll

1,1 1,45 175 2,5 45 7.5

En dekade af en sadan logaritmisk akse er vist ovenfor. (En dekade er et interval,
som stragkker sig fraf.eks. 1til 10, 10 til 100, 100 til 1000, eller maske fra 0,001
til 0,01).

Pa en logaritmisk akse findes der ikke negative veadier eller nulpunkter. Til

gengadd kan man selv bestemme, om man vil starte aksen ved 1; 100; 100000 eller
méaske ved 0,001.
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Det er en aadel kunst at kunne anvende enkeltlogaritmisk papir, og man kan kun
opfordre leeseren til flittigt at eve sig.

Eksempel

Givet: Udviklingen de socide og sundhedsmaessige udgifter i perioden

1960-1973:

Arsal

1960 | 1965 1970 |1971 |1972 |1973

Udgifter (mill. kr.) | 4356 | 8660 |21330 | 25359 | 29391 | 33332

Find:

1)

2)

Kan ovenstéende beskrives ved en eksponentiel udvikling?

. Afsad punkter direktei et ELK. (Se naeste side)

Ja, da punkterne tilnaer melsesvis ligger paenret liniei et elk falger
detilnaer melsesvisen eksponentiel udvikling.

Forskriften for den eksponentielle udvikling.

En eksponentiel udvikling er givet ved forskriften f (x) =b>a*, hvor
vi skal findea og b. ( x er antal ar efter 1960 ).

1 Find to punkter pa linien ved aflaesning:
(X1, y1) =1(1963,7000) = (3,7000)
(X%, ¥5) =(1969,18000) = (9,18000)

2 a= L =s D, 1708
b =L =700 4365
aXt a
3 Forskriften er dagivet ved f (x) = 4365x1,1705"

Giv en prognose for udgifteni 1975, hvis udviklingen fortsadter.

. Dette kan gares pato mader:

Indsad &rstallet 1975 i forskriften.
x =1980 - 1960 =15
f (15) = 4365x1,1705" = 46297

| & 1975 ma man atsa forvente, at de social- og sundhedsmaessige
udgifter bliver paca. 46297 mill. kr.

Find tallet 15 pa x-aksen, og ga op og aflaes pa y-aksen, og ga op og
aflees pay-aksen. Her aflasses omkring 45000.
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Find: Fordoblingskonstanten T,
Svar: Det kan gares pato mader:

1)  Aflass to punkter, hvor den enes y-vaadi er dobbelt si stor som den
anden. f.eks. (% , y1) =(3,9,8000) og (X, , ¥,) =(83,16000) .

T2: X - X = 8,3'3,9 =44
2) Brug formlen for T,

o olog@ | logd
log(a) log(1,1705
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Man undersgger alts, om der er en eksponentiel sammenhaang mellem to
sterrelser ved at indtegne pa ELK-papir. Far man en ret linie, s3 er der en
eksponentiel sammenhaang.

8.1

8.2

8.3

Opgaver

Tag et amindeligt stykke enkeltlogaritmisk papir og inddel y-aksen, saledes
at den gar fra 0,1 til 100. Inddel x-aksen, sd den gar fra -5 til 13 - dvs.1 cm

pr. enhed.

Indtegn nedenstdende punkter:
A=(-3;0,4) B=(-1:14) C=(0,1;0,25)
D =(L4:0,5) E=(38;0,17) F=(6;0,6)
G=(0;3) H=(7:1) | =(9; 4)
J=(2;15 K=(6,2;9) L=(9,5;58)

M =(3,4; 48) N =(11;16)
Indtegn derefter liniestykkerne AB, AC, CD, CE, EF, GH, HI, JK, KL, KM og
KN.
Hvis du har gjort ovenstaende rigtigt, sd skulle liniestykkerne danne et ord.
Hvilket?

Prisen i gre pa cigaren Lille Aroma i perioden 1970-1977 er angivet
nedenfor:

Ar | 1970 | 1971 | 1972 | 1973 | 1974 | 1975 | 1976 | 1977

Pris | 58,5 | 62,0 | 645 | 69,0 | 720 | 76,0 | 80,0 | 87,0

a) Gar rede for, at cigar-prisen tilnearmelsesvist vokser eksponentielt
med tiden.

b) Find en forskrift for denne eksponentielle udvikling.

C) Hvor meget koster mon en cigar i 1994?

d) Bestem, hvor lang tid der gar, fer cigarprisen fordobles.

Antallet af ansggeretil sygeplejerskoleni Hillerad er angivet i tabellen:

Ar 1984 | 1985 | 1986 | 1987 | 1988
Antal | 564 | 465 | 373 | 303 | 257

F2) Underseg, om talmaterialet bedst felger en liness eller en
eksponentiel udvikling.
b) Giv en prognose for antallet af ansggere i 1989.
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8.4

8.5

8.6

8.7

Nar man dyrker idrad i bjergene, kan den tynde luft vaae et problem, idet
luftens indhold af ilt aftager med hgjden. Luftens indhold af ilt kan méles
ved ilttrykket. Tabellen viser sammenhaangen mellem ilttryk og hgjde over
havoverfladen. Hgjden er angivet i meter, ilttrykket i mmHg.

Hgjde 0 500 | 1000 | 1500 | 2000 | 2500 | 3000
littryk | 150 | 140 | 131 | 123 | 115 | 107 | 100

a Gear rede for, at illtrykket tilnsamelsesvist er en eksponentielt
aftagende funktion af hgjden over havoverfladen.

b) Bestem ilttrykket i hgjden 2350 m over havoverfladen.

C) Bestem den hgjde, i hvilket ilttrykket er halvt s stort som ved
havoverfladen.

Under passende omstamdigheder kan oplasning af sukker i vand beskrives
ved, at den uoplgste sukkermaangde aftager eksponentielt med tiden.

Af en oprindelig maangde pa 200 gram sukker oplases de 100 gram i |a@bet af
2 minutter.

Hvor lang tid varer det, inden 180 gram af de oprindelige 200 gram er
oplast?

(Vink: Indtegn pAELK og aflas).

Seforsiden

Givet: Verdensbefolkningen var i 1984 pa 4,7 mia. personer og voksede
med ca. 1,8% om aret.

a Tegn en graf | ELK, der viser udviklingen i verdensbefolkningen, hvis
denne vakst fortsatte fra 1984 til 2034.

b) Hvor mange personer vil der vearei 20227 (Aflaes pagrafen).
C) Hvornar vil der veare 10 mia. mennesker pa Jorden?
d) Med hvor mange procent vokser Jordens befolkning pa et arti?

Latinamerikas befolkning var i 1950 pa 162 millioner og i 1970 pa 246
millioner. Dette befolkningstal vokser eksponentielt.

a Opskriv en forskrift, som angiver Latinamerikas befolkning som
funktion af antal ar efter 1950.

b) Tegn en passende graf | ELK.
C) Hvornar vil der vaare 1000 millioner mennesker i Latinamerika?
d) Bestem fordoblingstiden grafisk.
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9. Kernefysik

Et sted, hvor der optreeder masser af eksponentielle udviklinger, er indenfor
kernefysikken.

Vi husker pa, at et atom bestér af en kerne og nogle elektroner, som svasver rundt
om kernen. Selve kernen er positivt ladet og bestar af protoner og neutroner.
Tilsammen kalder vi protoner og neutroner for nukleoner.

Hver enkelt type kerne (eller nuklid) har et symbol. F.eks. kan vi betragte en kerne,
som indeholder 8 protoner og 8 neutroner. Denne kerne har ladningen 8 (fordi
protonerne hver har en plus-ladning, og neutronerne er neutrale), og nukleontallet
16. Kernen er en oxygen-kerne, fordi atomnummeret (eller ladningen) er 8. Vi
giver derfor kernen symbolet:

180
Generelt bruger vi symbol et

2X
for kernen af grundstoffet X med A nukleoner og ladningen Z.

Nogle lidt specielle 'kerner' er falgende partikler:

'H - enproton Fn - enneutron
9le - en elektron ‘ie - en positron
g - en foton

(En positron en positivt ladet elektron. Positroner optraeder aldrig i den frie natur,
men kan dannes ved kernefysiske forsgg.)
(En foton er en klump elektromagnetisk straling)

Undersggelser har vist, at de fleste grundstoffer forekommer i udgaver med
forskelligt antal neutroner. Vi taler om isotope kerner - eller bare om isotoper.
F.eks. forekommer der i naturen fglgende isotoper af kul:

Zc Bc Yc

|det forskellen mellem disse tre isotoper blot er nukleontallet, forkorter man ofte
detreisotoper til C-12, C-13 og C-14. (C-14 udtales 'kulstof-fjorten’).

Hydrogen findes ogsa i tre isotoper, nemlig H1, H2 og H-3. Som de eneste
isotoper har H-2 og H-3 specielle navne - de kaldesdeuteriumog tritium
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Man kan godt fa kerner til at reagere med hinanden. Sadanne kernereaktioner
kreever meget energi for a kunne foregd, og de forekommer derfor kun under
specielle omstaandigheder.

Man har observeret, at i samtlige kernereaktioner gadder der nogle
bevar el sessagninger:

1) Det samlede nukleontal er bevaret.
2) Den samlede elektriskeladning er bevaret.

Hvad betyder det? Jo betragt fa@gende to kernereaktioner:
sHe+ H® 3He+ IH og sHe+ iH® 3He+ jH

| den farste reaktion er begge bevarel sessegninger opfyldt: Lasgger man de gverste
tal sammen, sa ser man, at der er 5 nukleoner bade pa venstre og hgjre side.
Ligeledes ser man, at der er 3 ladninger pa begge sider (de nederste tal). Denne
reaktion kan altsa godt forekomme.

Den anden reaktion kan aldrig finde sted! Der er nemlig 6 nukleoner pa venstre
side, men kun 5 pa hgjre side. Der mangler altsa en nukleon!

Eksempel
| nedenstdende kernereaktion dannes der en ukendt partikel X. Hvad er X?

SHe+ 2ZAl ® Pp+X

Vi ser med det samme, at der pa venstre side er 4+ 27 = 31 nukleoner og
2+13=15 ladninger. Pa hgjre side er der kun 30 nukleoner og 15
ladninger. Der mangler altsa én nukleon og O ladninger.

Partiklen X er altsd gn - en neutron!

En vigtig type af kernereaktioner er de sdkaldte radioaktive henfald. Nogle kerner
viser sig at vagre ustabile, og de udsender derfor forskellige former for straling for
at blive stabile.

Der er tre former for radioaktive henfald: Alfa, beta- og gamma-henfald.

Ved et dfa-henfald splittes kernen i to dele. Den ene del er atid en sdkaldt a-
partikel, som egentligt bare er en He-4-kerne, 5 He.
Et typisk a-henfald er henfaldet af U-238:

U® %Th+ SHe.
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Beta-henfaldet forekommer i to varianter. Den mest almindelige er b~ -henfaldet,
hvor der udsendes en elektron. Et eksempel er

137 137 0
55Cs® gz'Ba+ _je

Ser man efter, sd er der 55 protoner fgr og 56 protoner efter. Samtidigt er der
137 - 55=82 neutroner far, men kun 137 - 56 = 81 neutroner efter. Dette tyder jo
pa, at det der egentligt er sket, er at en neutron er blevet lavet om til en proton og
en elektron.

Denne proces kan man faktisk godt se, hvis man tager en fri neutron, som altsaikke
sidder i en kerne. Den vil henfalde efter reaktionen:

sn® H+ e

b* -henfaldet forekommer kun i nuklider, der er fremstillet i laboratoriet. | et

sadant henfald udsendes der en positron, som er en positivt ladet elektron. En
typisk reaktion er

98 98 0
sRh® L Ru+ e

| et b™-henfald sker der det, at en proton omdannes til en neutron og en positron.
Denne proces kraever energi, sa derfor kan frie protoner (hydrogenkerner) heldigvis
ikke henfalde. (I en b™ -aktiv kerne tages den ngdvendige energi fra selve kernens
bindingsenergi.)

En variant af b™ -henfaldet er elektronindfangning (ogsi kaldet Electron Capture

eller K-Einfang). | dette tilfadde 'spiser’ kernen en elektron fra K-skallen, hvorved
elektronen g&r sammen med en proton og danner en neutron. Et eksempel er

93 0 93
nlC+ 1e® , Mo

Den sidste type henfald er g-henfaldet. | dettetilfadde er der tale om kerner med et
energioverskud - exciterede kerner - der kommer af med dette overskud ved at
udsende energien som en energipakke - en g-strale. Et eksempel er

B’ ® Hgar+g
En exciteret kerne er markeret med den lille stjerne (*) gverst.

Normalt sker der det, at en kerne henfalder ved en a- eller b-proces, hvorefter den
nye kerne er exciteret og g-henfalder.

Pa et kernekort kan man se, om de forskellige nuklider er stabile, eller om de
henfalder ved en af de forskellige processer. Et kernekort er groft sagt et
koordinatsystem. Ud af x-aksen har vi neutrontallet N, og op ad y-aksen har vi
protontallet Z.
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| hvert punkt i koordinatsystemet er angive, f.eks. ved en prik, om kernen henfalder
ved en a-proces, eller hvad den nu ger.
Der findes et kernekort bag i hadtet.

Sammenhaangen mellem radioaktivitet og eksponentielle udviklinger er den, at
antallet af radioaktive kerner aftager eksponentielt

Dette kaldes henfaldsloven.

| praksis kan man ikke i et forsag mdle antallet af kerner. | stedet maler man
aktiviteten, som er antallet af henfald pr. sekund. (SI-enheden for aktivitet er Bq -
en forkortelse for Bequerel).

Hertil bruger man et Geiger-rar og en Geiger-tadler. Dette er et rar, som afgiver et
glektrisk signal, nar det passeres af en radioaktiv strdle. Tadleren optadler sa
antallet af signaler i Igbet af f.eks. et sekund.

En konsekvens af henfaldsloven er

aktiviteten aftager eksponentielt

Normalt er man ikke interesseret i fremskrivningsfaktoren i forbindelse med
radioaktivitet, men kun i halveringstiden. Det viser sig, at forskellige nuklider har
forskellige halveringstider, og at disse halveringstider kan variere temmeligt meget.
F.eks. har nuklidet Fm-258 en halveringstid pa 0,38 ms, mens K-40 har en

halveringstid p& 1,28 X10*4r .

Opgaver

9.1  Opskriv reaktionsskemaer for faglgendefire kernereaktioner:

l. Pu-239 indfanger en neutron, hvorved der dannes en ny kerne.

. Den i reaktion | dinnede kerne indfanger en neutron, hvorved der
dannes en ny kerne.

[1l.  Deni reaktion Il dannede kerne henfalder ved en b-proces, hvorved
der udsendes en elektron.

IV.  Den ved henfaldet i reaktion |1l dannede kerne henfalder ved en a-
proces.

9.2  Et pragarat indeholder den radioaktive isotop 2iNa, som udsender b--
straling.
Ved henfaldet dannes en stabil isotop af magnesium ( Mg ).

a Opskriv reaktiongligningen.
Halveringstiden er 15,0 timer. Til tiden t = O er aktiviteten 30 MBq.
b) Bestem aktiviteten til tiden t = 24,0 timer. (Brug ELK).

39



9.3

9.4

9.5

9.6

Terbium-isotopen >iTb henfalder ved udsendelse af en a-partikel il
grundstoffet europium ( Eu).

a Skriv reaktionsskemaet for henfal det.

Aktiviteten fra en preve af Tb-151 males. Til tiden t = Os er aktiviteten
140 Bg, mensdentil tident = 60 ser 16 Bq.

b) Bestem halveringstiden for Th-151.

C) Bestem den tid, der gir, indtil aktiviteten er faldet til 10% af den
oprindelige.

N& man skal fremstille frie neutroner, s er den letteste méde at
bombardere noget Be-9 med a.partikler. Herved dannes der to nye partikler,
hvoraf den ene er en neutron.

Opskriv reaktionsskemaet.

Kulstof-14 (C-14) anvendes indenfor arkamlogien til at bestemme
organiske materialers alder. Naturligt kulstof indeholder de stabile isotoper
C-12 og C-13, samt den radioaktive isotop C-14.

De relative forekomster af de tre isotoper er 98,9% a C-12, 1,1% af C-13
og 1,3740 °% af C-14.

C-14 skabes i atomsfaaen ved, at nitrogenkerner (N-14) bombarderes med
neutroner frakosmisk straling. Herved dannes protoner og C-14-kerner

a Opskriv reaktionsskemaet for denne reaktion.
C-14 henfalder til N-14.

b) Opskriv reaktionsskemaet for dette henfald. Hvilken type henfald er
der tale om?

Da produktionen og henfaldet af G14 er omtrent lige store, regner man
med, at procentindholdet af C-14 i naturligt kulstof har holdt sig konstant i
atmosfagen. Det samme gadder ogsa i levende organismer, som jo hele
tiden udveksler kulstof med atmosfagen. | dgde organismer derimod sker
der ingen udveksling af kulstof. Derfor ma procentindholdet af C-14 aftage
pagrund af henfald.

Man ved, at 1 kg naturligt kulstof fra en levende organisme har en aktivitet
fraC-14 pa226 Bq

Halveringstiden for C-14 er 5730 ar.

C) Lav en graf pa ELK, som viser, hvorledes aktiviteten af C-14 aftager.

d) 1 kg af kulstof fra Grauballe-manden har en aktivitet pa 185 Bq. Hvor
gammel er han?

Mamngden af et bestemt radioaktivt materiale aftager eksponentielt med
tiden. Efter 6 timer er 70% af stoffet tilbage.
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9.7

b)

F2) Hvor mange procent af stoffet er tilbage efter 18 timer?
b) Efter hvor lang tid er 5% af stoffet tilbage?
C) Hvad er halveringstiden?

| begyndelsen af 1980 deponeres forskellige radioaktive isotoper. Som
bekendt aftager maangden af en radioaktiv isotop eksponentielt med tiden.

Der deponeres 2,00 g af isotopen Sr-90, der har en halveringstid pa 28 ar.
Hvor mange gram vil der vage tilbage af denne isotop i begyndelsen af ar
20007

| hvilket &r vil der vaare 0,80 g tilbage af det deopnerede Sr-907?

Ligeledes deponeres et kvantum Ni-63, der har halveringstiden 92 &r.
Hvis der i begyndelsen af ar 2020 viser sig at vaae 1,45 g tilbage, hvor
mange gram blev sa deponeret i 19807

Endelig deponeres 2,00 af Pb-210.

Bestem halveringstiden for denne isotop, idet der antages, at der i
begyndelsen af ar 2022 vil vaare 0,50 g tilbage.

41



10. Potentiel udvikling

Vi vil nu betragte potentielle udviklinger.

Definition 11

Lad f haveforskriften
f (x) =bxx?® x>0

f kaldes en potentiel udvikling med eksponent a

Potentielle udviklinger optraader sjaddent i forbindelse med vakst. Derimod er der
mange steder i fysik og biologi, hvor potentielle sasmmenhaange er relevante.

Eksempel
Hvis du har karekort, sa ved du forhdbentligt, at jo hurtigere en bil kerer, jo
laangere er bremsel aangden. Sammenhaangen er faktisk
B =B, w?
hvor v er hastigheden og B er bremselaangden.

Dette er en potentiel udvikling, og idet eksponenten er 2, sd kan man faktisk
se, at hvis hastigheden fordobles, s& firdobles bremselaangden (22 = 4).

Vi vil i det faglgende finde formler og lignende, som kan hjadpe med at behandle
potentielle udviklinger. Nogle af sadningerne minder faktisk om tilsvarende
satninger for eksponentielle udviklinger.

Saning 12
Lad f vezre en potentiel udvikling: f (x) =bxx?®
Lad f(x)=y,00 f(x,)=Y,
Safindesa og b ved:

Q= logy, - logy,
logx, - logx, X

Vi beviser ikke denne sadning.

Eksempel
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Givet: f er en potentiel udvikling opfyldende f (4) =350g f (8) =100.
Find: Forskriften for f
Svar: Af ovenstdende saetning far vi

a=109Y; - logy; _ logl00- log35 ', o),
logx, - logx,  log8- log4

09

_ Y _ 35
b—E—41’514 >)4,288

Forskriften er altsa
f (x) = 4,288x™,
Palommeregneren ville vi taste:
a 100 [log] 77 35 [log
8 flog 77 4 [log

Vi gemmer a i den farste hukommelse: 1
b: 35 [ 4 y* 1 3

Hvor eksponentielle udviklinger gav rette linier pa enkeltlogaritmisk papir, sa
giver potentielle udviklinger rette linier pa dobbeltlogaritmisk papir:

[ F]

Et dobbeltlogaritmisk koordinatsystem (DOLK) er et koordinatsystem, hvori
begge akserne er logaritmiske.

Eksempel
| tabellen nedenfor er angivet omlgbstiden T og afstanden R til Saturn for

nogle af Saturns maner. (T er malt i degn og Ri Saturn-radier).

Mane T R

Enceladus 1,37 3,9

Tethys 1,89 49

Dione 2,74 6,2

Rhea 4,52 9,7
Titan 15,95 20,2
Hyperion 21,28 24,5
| apetus 79,33 58,9

Kan ovenstéende beskrives ved en potentiel udvikling?
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Ja, plotter man T ad x-aksen og R ad y-aksen i et DOLK, safar man en ret
linie.

Forskriften for den potentielle udvikling findes:
Punkterne (x,,y,;) = (2;5,4) og (X,,Y,) =(15; 20) aflaeses paselvelinien.
Sadning 12 fortadler nu, at

Q= logy, - logy, _ log20- log5,4

= » 0,6498
logx, - logx,  logl5- log2

09
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_Yy, _ 54
b—X_la—W})S,442

Ergo er sasmmenhaangen mellem T og R givet ved
R = 3,442xT %54

Givet: Saturn-manen Phoebe har omlgbstiden 550,5 dagn.
Find: Afstanden fra Phoebetil Saturn.

Svar: Vi indsadter T =550,5 i ovenstéende sammenhaang og far
R = 3,442>5650,5%%% » 207,9

Phoebe befinder sig altsa ca. 207,9 Saturn-radier fra Saturn.

Opgaver

10.1 Tag et stykke DOLK-papir, og inddel x-aksen i dekaderne 1- 10- 100 og y-
aksen i dekaderne0,1- 1 - 10 - 100.

Indtegn derefter punkterne

A=(2;22) B =(5;40) C=(10; 66)

D=(3,2;11) E=(7,8;19) F =(18; 36)

G=(38;7) H =(10;13) | =(24;22)

J=(9;2) K =(16; 6,8) L =(42;9)

M =(56; 5,6) N =(95; 2,4) P =(18;0,8)

Q=(11;11) R=(11;19)
Indtegn endelig liniestykkerne AB, BC, BE, DE, EF, GH, HI, GJ, HK, IL, MN,
NP, PQ og QR

Herved dannes der et ord - hvilket?

10.2 Hvilke af nedenstdende funktioner har en graf, som er enret liniei
a et amindeligt koordinatsystem?
b) et enkeltlogaritmisk koordinatsystem?
C) et dobbeltlogaritmisk koordinatsystem?

f(x)=x° g(x)=3x- 4 h(x) = /x
i = 2x7* i :i :i
i (X)=2x7 j(X) ~ k(X) T
1(x) =/x - 4 m(x) =5 n(x) = 2x+/x

10.3 Tabellen nedenfor viser nogle funktionsvaadier for en funktion f:
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x | 02 ] 05 | 3 7 8
fx) | 27 | 4 70 | 11 | 12

Gar rede for, at f tilneamelsesvist er en potentiel udvikling, og find en
forskrift for f.

10.4 Enpotentiel udvikling f opfylder, at

f(2)=8 og f(3)=18
a Bestem en forskrift for f.
b) Bestem f (7) og f (0,8)
C) Lesligningen f (x) = 2.

10.5 | bogen Elektriske installationer af E. Hviid Christensen findes
nedenstdende tabel over sammenhangen mellem elektriske pagers
effektforbrug, malt i Watt, og deres lysstram, malt i lumen.

Effekt 15 25 40 60 75 100
Lysstream| 130 | 240 | 430 | 730 | 980 | 1380
a Gar rede for, at lysstrammen som funktion af effektforbruget med
tilnaamel se kan beskrives ved en funktion af formen
f (x) =bxx?®
b) Bestem tallenea og b.
C) Med hvor mange procent @ges lysstremmen, nar effektforbruget
fordobles?
d) Med hvor mange procent skal effektforbruget forgges, hvis
lysstrammen gnskes fordoblet?

10.6 Enfunktion f opfylder

f(2)=7,2 og f(4)=31
Bestem f (5), nar det oplyses, at
a f er en linesg funktion
b) f er en eksponentiel udvikling
C) f er en potentiel udvikling.

10.7 Tabellen viser for sdkaldt 3-slaet polyester tovvaak sammenhaangen mellem
tovvagkets diameter d (malt i mm) og tovvaakets brudstyrkeb (malt i kg).

d | 4 | 5 | e | 7 | 8 | 10 | 12
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b 250 400 600 750 1000 1550 2250
d 14 16 18 20 22 24 26
b 3200 4000 4700 6000 7100 8600 10000

a Undersgg, om der er en linesa sammenhaang mellem d og b.

b) Undersag, om der er en eksponentiel sammenhaang mellem d og b.

C) Undersgg, om der er en potentiel sammenhaang mellem d og b.

d) Forudsig brudstyrken for tovvaak med diameteren 30 mm.

10.8

Nedenstaende tabel viser for en raskke forskellige pattedyr sammenharende

vaadier af legemsvaggt M i kg og iltforbrug Vi liter ilt pr. time:

dyr legemsvaggt M (kg) iltforbrug V (L/kg)
mus 0,025 0,041
rotte 0,290 0,25
hund 11,7 3,87
menneske 70 14,76
hest 650 71,10
elefant 3833 268,00

a Indtegn tallenei et DOLK. Lav en (M,V) -graf.

b) Konklusion paa)?

C) Hvad er iltforbruget for en hval med massen 10000 kg.
d) Hvad er iltforbruget for en spidsmus med massen 1,09 ?
Ved intensiteten af et pattedyrs stofskifte forstar detsiltforbrug pr. kilogram

legemsvaggt, dvs. | = % :

e) Beregn intensiteten for de 6 pattedyr ovenfor.
f) Indtegn resultaternei en (M, 1) -graf i et ELK.

0) Ger rede for, at intensiteten af et pattedyrs stofskifte er sterre, jo

mindre dyret er.

h) Hvorfor snakker Mickey Mouse med en meget hurtig stemme?

) "En lille og vagen er bedre end en stor og doven". Passer dette?
11. Logistisk veekst

Som tidligere naevnt vokser befolkninger og andre populationer gerne
eksponentielt. Men den eksponentielle model er ved naamere eftertanke
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problematisk. F.eks. kan Jordens befolkning ikke vokse uhsammet, for det er der
ganske simpelt ikke plads eller ressourcer til.
En mere realistisk model er den logistiske vaskst.

Definition 13
En logi stisk sammenhaang er en sammenhaang af formen
f () =—
1+b>xa*

Den eneste af de tre konstanter a, b og M, der har en simpel tolkning er M - det er
nemlig populationens gvre graanse.

Nedenfor er vist en typisk logistisk kurve (a=b=M =1).
llll};‘

0.8

€ -4 -z 2 4 5 &

Analyserer man denne graf, sd er der tale om en nassten eksponentiel vakst indtil
vendepunktet x =0. Herefter vokser grafen meget mere haammet, og den naa'mer
sig langsomt den gvre graanse M.

Der findes ikke noget 'logistisk papir', s det er noget besvaaligt at afgere, om en
sterrel se vokser logistisk:

Eksempel
| tabellen nedenfor er angivet USA's befolkningstal i tusinder i perioden
1790-1950:

| & | 1790 | 1800 | 1810 | 1820 | 1830 | 1840 |
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| befolkn. | 3929 | 5308 | 7240 | 9638 | 12866 | 17096 |
& 1850 1860 1870 1880 1890 1900

befolkn. | 23192 | 31443 | 38558 | 50156 | 62948 | 75995
& 1910 1920 1930 1940 1950

befolkn. | 91972 | 105711 | 122775 | 131669 | 150697

Grafen for disse data er angivet nedenfor - x-aksen angiver antal ar efter
1790 og y-aksen befolkningstallet i tusinder.

160000 A

140000 T

120000 T

100000 A

80000 -

60000 T

40000 T

20000 A

x
_x—X

"
o I/ : : : : : : |

0 20 40 60 80 100 120 140 160

Grafen ligner en del af en logistisk kurve.

En kompliceret matematisk analyse viser, at M =197200, hvilket antyder,
at USA's maksimale befolkning er pa 197,2 mill. mennesker.

Dette holder dog ikke, i 1980 var USA's befolkning pa 226,5 millioner.
Dette kan man forklare ved, at den kraftige mekanisering af USA's landbrug i
efterkrigstiden har @get maangden af ressourcer og dermed bagreevnen for
USA's befolkning.
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6.2

6.3
6.4
6.5

Facitliste

Graf erne udelades. Sildebenene er eksempelvis

X -3 -2 -1 0 1 2 3
f(x) -9 -7 -5 -3 -1 1 3
g(x) 9 4 1 0 1 4 9
h(x) 0 1 1,414 | 1,732
a y=x+2 b) y=-%ix-2 ¢ y=-x+11 d y=3
e) y=5+4 f) y=8x-32
(-5-7)

a) f(x)=10x+38
a) f(x)=19,72x+9150
b) f(x)=x-50

b) x =-0,0255m
p = 2,4966T +680,1131
a f(x)=-x+220
a f(x)=75x+7,0
c) Her er B billigst

a) x =0,0035t + 29,3560

b) Ja
a) Ja

a) 0,45
g) 1,92
m) 10,1%
a) 5%
70000,-
3001 alt

2851,52
17,02%
5,38%

b) 0,17 c) 0,724
h) 0,000001i) 2%
n) 9000% o) 100%
b) 9,05% c¢) 34,5
90000,- 28,57%
75 sproglige 105 HF'ere
4164,84 396,05
17,88%
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a) 1,2588x,2230"

d) 64

a) f(x)=29,44,0252"
Ja, sadan da.

14894,49

a) f(x)=143093>0,9777%, x er antal &r efter 1072

b) 2,23%

b) Negj, for f (7) = % » 16,21
b) 3483,34 c¢) 1257860 liter

c) 104,71kr.

c) Ja(naesten da)

c) - 272,4°C

c) 195
g(x) =35x+12,0 b) x>125

b) Ja

d) 56 &

c) a=1,0212 og b=0,0285
b) f(T)=-168T +50,39

d) 0,0016
i) 35,2%
p) 200%
d) 0,19

152822,18

-0,90%

b) 715,0429x1,1112"
e) 61,2599

b) 70,31 mill

c) 76112

50

c) 2,52%

c) 25

e) 0,0001
K) 3,52%

25,89%

(ber vaae - 27315°C)

f) 0,0101

1)

c) 2,1213%,1892*
f) 0,00710x1,32*

d) 28,26%
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7.1

7.2
7.4

8.1
8.2

8.3
8.4
8.5
8.6

8.7

9.1

9.2
9.3
9.4

9.5

9.6
9.7

10.1
10.2

10.3

104
10.5

10.6
10.7
10.8

a) T, =2,6419 b) T, =0,2130 c) Ty, =65788

d) T, =6,1163 e) T, =6934937 f) Ty, = 346,2269
f (X) = 3,9572>0,7408" 73 g(x)=032172,8779"
2 75 2

ELK

b) 58,2877* x1,0561%, x er antal &r efter 1970

c) 216,0 are d) 12,70 &

a) exp b) 207

b) 109 mmHg c) 5000 m

6,6 mm

b) 9,3mm c) 2026 d) 19,63%

a) 162x1,0211%, x antal &r efter 1980 c) 2037  d) 33&

I ZAPu+in® IPu Il 25 Pu+3n® g4 Pu

Hi:  %rPu® Jde+%iAm IV:  ZIAM® sHe+ZINp

a) INa® %Mg+%e  b) 990MBq

a) B2iTb® JHe+'$IEu  b) 19,2s c) 64s

2BetsHe® gn+'2C

a) YN+in®@%c+lH b)) %ce¥YN+le b d) 1650 &
a) 34,3% b) 50,4 h c) 11,7h

a)122g 2017 b) 1,969 c) 214

HEJ

a8 gm b) i,j,m ¢) ckmn

f (x) = 51662 xx*39%°

a) f(x)=2x> b)980g1,28 ) x=1

b) a=1,2544 og b = 4,2864 c) 138,6% d) 73,8%
a) 10,5 b) 2,03 c) 2,36

a) ne b) ng C)ja d) 13300
b) potentiel smg. ml. M og vV c) 547 L/h d) 0,0039L/h
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Massefylde af en vaeske

Formal:
Formalet med denne pvelse er at bestemme massefylden af en vasske.

Malinger:

Et maleglas vejes. Herefter fyldes en smule (ca. 10 mL) vaske i, og hele
molevitten vejes igen. Dette gentages et passende antal gange.

Dine malinger skal indfgresi et passende maleskema.

Databehandling:

1) Pa et stykke mm-papir skal du lave en graf, som viser sammenhamngen
mellem rumfanget V af vaesken (x-aksen) og massen m (y-aksen).
Markér dine malepunkter med krydser og lav den bedste rette linie.

2) Beregn/dlaes had dningskoefficienten og skaaringen med y-aksen.

3) Lav grafen paregnearket EXCEL.

4) Brug EXCEL til at finde haddningskoefficienten og skaaringen med y-aksen.

Afleveringen:

Denne skal indeholde dine grafer og beregninger fra databehandlingen. Endvidere
skal du give en tolkning af had dningskoefficienten og skaaringen med y-aksen.

Hvad er vaeskens massefylde?
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Maling af halveringstid

Formal
Formalet med denne rapport er at male halveringstiden for et radioaktivt stof
samt at eftervise henfaldsloven.

Teori
Halveringstiden méales pa to stoffer, nemlig Ba*-137 og Pa-234.

Ba'-137 er gradioaktivt, og henfalder med en halveringstid pa 2,6 minutter.
Det produceres ved at malke en skaldt nuklid-generator. | denne befinder
der sig en mamngde Cs-137, som ved b-henfald producerer Ba'-137. N&r
nuklid-generatoren 'malkes, s udskilles kun Ba“-137.

| Pa234-beholderen befinder der sig bl.a. U-238. Dette henfalder ved to
henfald til det g-aktive Pa'-234. Nar beholderen rystes, blandes en vandfase
med en sort, olie-agtig fase. Pd-234, men ikke U-238, er oplgselig i denne
fase, sA man adskiller pa denne méde de to stoffer. Halveringstiden for Pa-
234 er 77 sekunder.

Udfarelse
Et Geiger-rar koblestil entadler. Sad tadletiden til 10 s. Man starter med at
mde baggrundsstralingen 10 gange. Derpa males uafbrudt aktiviteten fra
Ba'-137'en, indtil den er nede pa baggrundsstralingen. Do. for Pa-234.

Databehandling
De korrigerede tadletal, som er det malte tad letal minus den gennemsnitlige
baggrundsstraling, indtegnes pa enkeltlogaritmisk papir som funktion af
tiden. Halveringstiden afl aeses og sammenlignes med tabel vaardien.

Spargsmal, som skal besvaresi rapporten:

1) | nuklid-generatoren befinder sig stoffet Cs-137, som ved b-henfald
producerer Ba‘-137, som igen henfalder ved udsendelse af gstraling.
Opskriv reaktionsskemaerne for disse to henfald.

2) Opskriv reaktionsskemaerne for de to henfald af U-238 til Pa'-234 og for
henfaldet af Pa'-234 til Pa-234.

3) Lav to grafer pa enkeltlogaritmisk papir, visende tiden pa x-aksen og det
korrigerede tadletal pay-aksen.

4) Aftager tadletallet eksponentielt med tiden?

5) Bestem ud fragraferne de to halveringstider for de to stoffer.
Passer disse halveringstider med de oplyste?

6)  Angiv mindst 5 kilder til baggrundsstralingen
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Sveekkelse af g-straling

Formal
Formalet med forsaget er undersage to forskellige mader, hvorpa man kan
svakke g-stréling, nemlig ved absorption i bly og ved spredning af stralingen.

Teori
Nar radioaktiv straling passerer gennem stof, svaekkes stralingens intensitet
(dvs. tadletallet) eksponentielt med tykkelsen af det anvendte stof. Et af de
bedste stoffer viser sig at vaae bly.
Man kan ogsa svakke straling ved ganske simpelt at bevasge sig laangere vak
fraden. Afstandskvadratloven siger, at stralingens intensitet | i afstanden r
frakilden er

lo

r2

| =
hvor |, er intensiteten i afstanden 1 meter frakilden.

Udferelse - absorption i bly
Det er vigtigt, at kilde og detektor fastholdes i en bestemt afstand, nér
malingerne pabegyndes.
Geiger-raret anbringes pa en optisk bamnk, og baggrundsstralingen méales
(5x60 s).
Herefter anbringes kilden i en fast afstand fra Geiger-reret, og der placeres
stoflag af forskellig tykkelse mellem kilde og detektor. Undervejs males
tedletalleti 60 s.
Endelig males tykkelsen af den enkelte metalplade.

Udferelse - spredning
lgen placeres Geiger-reret pa en optisk baak, og man maer
baggrundsstrélingen (man kan evt. genbruge tallene frafer).
Herefter anbringes kilden teet pa reret, og man maler tadletalet i 60 s.
Herefter aandres afstanden til reret, og man méaler igen. Dette gares en del
gange.
Bemaak, at man kan bruge den optiske baak som lineal.
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Databehandling - absor ption
De korrigerede tadletal, som er tadletallet minus den gennemsnitlige
baggrundsstrdling, plottes pa enkeltlogaritmisk papir som funktion af
stoftykkel sen. Halveringstykkel sen aflasses pa grafen.

Speargsmal, som skal besvaresi rapporten
1) Hvorfor skal afstanden mellem kilde og detektor holdes konstant?
2)  Cs-137 er kun b-aktivt. Hvor kommer g-stralingen safra?

Databehandling - spredning
De korrigerede tadletal plottes pa et dobbeltlogaritmisk papir som funktion
af afstanden mellem kilde og tedlerer.

Spargsmal, som skal besvaresi rapporten

3) Hvorfor bruges der DOLK i dettetilfadde.

4) Er afstandskvadratloven en potentiel udvikling?
5) Passer af standskvadratloven med dine malinger?
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Resistorer og andre komponenter

Formal

Formalet med denne rapport er at undersage en resistor, en diode og en
page, og at finde eventuelle sammenhaange mellem strammen | og
spamndingen U for disse komponenter - en sdkaldt kar akteristik.

Udferelse

a  Opbyg kredsigbet til hgjre. ’_®—‘
Resistoren skal vaae paca. 100 W.
Variér spandingen pa  strem- (A) —
forsyningen i trin pd ca. 0,5 V, og (% —

optag sammenhgrende veadier af L
strammen | og spaandingen U. _—
Afdut med a mae resistorens
resistans pa et Ohmmeter.

b) Lav en karakteristik for en page. Pas pa - pagen spraanger, hvis spaandingen
over den bliver mereendca. 6 V.
C) En diode er en komponent, som kun tillader strammen at 71—
passere gennem i en retning, lederretningen. Selve dioden
er en lille cylinder med en ring i den ende, der dluttes til .I
den negative pol - sefiguren til hgjre.
Lav en karakteristik for dioden i
lederretningen. Der skal indsadtes en
beskyttelsesresistor pa ca. 220 W. 0n M
Dioden bramnder over, hvis stremmen p
gennem den bliver mereend 50 mA. _L__
L
2200}
[ ]
L1
Databehandling
F2) Laven (I,U)-graf for resistoren i et amindeligt koordinatsystem. Find ud
fra grafen haddningskoefficienten og sammenlign med den vaadi, du malte
vha. Ohmmeteret. (De skulle gerne vaae ens). Hvad har du eftervist?
b) Laven (U,I)-graf for dioden paam. mm-papir, i et ELK ogi et DOLK.
Hvad kan du konkludere ud fragraferne?
) Lav en (U,I)-graf for paaen pa am. mm-papir, i et ELK ogi et DOLK.

Hvad kan du konkludere ud fragraferne?
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