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9.0 Indledning

| dette hadte skal du laare om statistik og sandsynlighedsregning.

Matematikkens aadleste funktion ude i det virkeligeliv er a opdtille og formulere
matematiske modeller, hvormed vi kan forudsige og kontrollere virkeligheden. Taank bare
pa differentialregningen, som bl.a kan brugestil at beskrive objekters bevasgese - en
kanonkugle, en bil, Manen, & rumskib, ... Eller pa de eksponentielle vaskstmodeller, som
kan forudsige starrelsen af Jordens befolkning, antallet af kerner i en maangde radioaktivt
stof eller bel gbet pa en bankkonto.

Statigtik og sandsynlighedsregning anvendes ofte ved beskrivelse af meget komplicerede
Stuationer, hvor man ikke kender dle relevante data. F.eks. ved kast med en terning:

Kaster man en terning, s kan man vha. differentiaregning og kendskab til Newtons love
principielt beregne, hvorledes terningen vil lande. Man skal dog vaaei besiddelse af nogle
data, nemlig en detajeret beskrivelse af raflebaagerets bevagye se og viden om, hvor
terningen |4 raflebaageret til a sarte med. Man ska 0gsa have en meget stor compuiter, idet
de nadvendige udregninger er meget lange og meget komplicerede.

Dette er umuligt at gennemfare i praksis, siman vedger i tedet at beskrive terningekastet
som et skaldt stokastisk eksperiment. Udfaldet af eksperimentet er et & talene 1, 2, 3, 4,
5 dler 6. Dise udfald forekommer med visse sandsynligheder - forekommer udfaldet 3
med sandsynligheden 0,25, sA betyder det, at man kan forvente, at terningen viser 3i 25%
af tilfaddene. Man kan dog ikke vide noget om, hvad terningen vil vise i neeste kadt.

Kort sagt kan man beskrive samspillet mellem statistik og sandsynlighedsregning pa fagende
made:

Statistik

Virkdighed Model
Sandsynlighedsregning

Satidtik hjadper med at "oversadte” virkdigheden til en mode - den giver redskaber til
beskrivelse af virkdigheden, og den fortedler, hvilke informeationer, der er relevante, og
hvilke, der ikke er relevante.

Sandsynlighedsregningen opstiller modellen og fortadler, hvorledes denne modd kan bruges
til a forudsge virkeligheden.

Arbedsprocessen omkring modelleringen af et stokastisk eksperiment er som falger:



1) Deskriptiv statistik: Her indsamler og bearbe/der man data fra allerede udferte
eksperimenter.

2) Sandsynlighedsregning: Her opgtiller man sn mode og kommer med forskellige
forudsgelser.

3) Hypotesetest: Her sammenholder man sn model med virkdligheden - passer
moddlen?

Vi skd dtarte med den deskriptive Statistik. Her vil 3 forskellige eksperimenter blive
studeret.

Herefter kommer sandsynlighedsregningen, hvor vi tager de fleste formelle begreber under
afsnittet med sandsynlighedsfelter. De opndede begreber bliver udnyttet i afsnittet om
stokastiske variable, idet vi definerer et stokastisk eksperiment svarendetil et definitionen pa
et enddigt sandsynlighedsfdt. Specidlt vil vi betragte modedtyperne binomiafordeing og
normafordding. | normaforddingdtilfaddene laver vi en kontinuert modd af virkeligheden,
og det g& godt , hvis antdlet af udfad i det stokastiske eksperiment er meget stort. SAselv
om vi kun har defineret en stokadtisk variabel svarendetil et enddligt sandsynlighedsfelt, sa
er det muligt at bruge sin viden om stokagtiske variable og enddige sandsynlighedsfdlter et

langt stykke af vejen.

Hypotesetest vil vi ikke beskadtige os med, da det ligger udenfor bekendtgarel sens rammer,
men det kan udmaaket tages som et lille vagfrit projekt.



9.1 Deskriptiv statistik

| dette kapitel studerer vi tre forskellige eksempler. Disse eksempler vil senere brugestil at
belyse forskellige Sder a sandsynlighedsregningen. De tre eksempler er

1) Hyppighed af afabetets bogstaver
2) Matematik- preve-karakterer i 2x
3) Nittehoveders starrelse

Hyppighed af alfabetets bogstaver

Det er velkendt, at afabetets bogstaver ikke forekommer lige ofte. F.eks. er det
danske sprog spakket med Eer, mens bogstavet q gaddent eller aldrig optraeder.
Det har en visinteresse a undersage forekomsten af de forskellige bogstaver.
Bogtrykkere villei gamle dage gerne vide, hvor mange typer, dvs. sma blyklodser
med et bogstav pa, de skulle have - f.eks. var det dumt at have dobbelt sA mange
gereend €ere. Og kryptoanalytikere - kodebrydere - kan bruge
bogstavforddingen til at bryde og laese kodede meddel e ser.

Man har optdt antallet af de forskellige bogstaver i en dansk tekst pai at 457
bogstaver. Resultatet er angivet i tabellen pa nasste side.

Hyppigheden er antal gange, bogstavet forekommer.

Frekvensen er hyppigheden divideret med det samlede antal bogstaver - eler sagt
med andre ord, bregkdelen af det totale antal bogstaver, vores bogstav udger. Man
angiver normat frekvenseni %.

Frekvensen er umiddelbart mere interessant end hyppigheden. Hyppigheden &f et
bogstav afhaanger jo bl.a. af tekstens laagde - f.eks. vil bogstavet “€” forekomme
ca. 17 gangei en tekst pa 100 bogstaver men 17000 gange i en tekst p& 100000
bogstaver. Frekvensen er derimod den samme, nemlig ca. 17 %.



bogstav | hyppighed | frekvens(%) | bogstav | hyppighed | frekvens (%)

A 32 7,0 P 8 1,8
B 4 0,9 Q 0 0,0
C 2 0,4 R 36 7,9
D 27 59 S 23 5,0
E 78 17,1 T 29 6,3
F 15 3,3 U 9 2,0
G 27 59 V 8 1,8
H 10 2,2 W 0 0,0
| 21 4,6 X 0 0,0
J 1 0,2 Y 2 0,4
K 16 3,5 Z 0 0,0
L 24 5,3 fE 2 0,4
M 17 3,7 %) 5 1,1
N 37 8,1 A 5 1,1
0 19 4,2

Man afbilder normat frekvensarnei et pinde- dler stolpediagram:

18 T
16
14
12
10

oON b O ©

Hér er frekvenserne angivet i procent pay-aksen.

Der er mulighed for at foretagere flere atistiske undersagel ser, hvis det, man observerer, er
td. Det er jo muligt & sammenligne tal, addere tal og tage gennemsnit &f td.
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Matematikprevei 2x

| 2x pa Pladderballe Gymnasium og HF-Kursus har man haft matematikpreve. Der
er 23 dlever i klassen, og deres karakterer var

Karakter 00| 03| 5 6 | 7| 8| 9 [10]11] 13

Antdl 0 2 3 1 3| 6 3 2 2 1

Ud fra dette tlmateride kan vi lave forskdlige ting. Til hver mulig karakter kan vi
knytte hyppigheden, frekvensen og den kumul erede frekvens. Den kumulerede
(eller opsamlede) frekvenstil f.eks. karakteren 6 er summen &f frekvensernefor ale
karakterer, som er mindre end dller lig med 6, dvs. for karaktererne 00, 03, 5 og 6.

Dissetd er samlet i nedenstéende skema:

Karakter 00 03 5 6 7 8 9 10 | 11 | 13

Hyppighed | 0 | 2 | 3 | 1 [ 3 [ 6 | 3] 2] 211

Frekvens 00 | 87 |130| 43 | 130|261 |130| 87 | 87 | 43

Kum.frekvens | 0,0 | 87 [ 21,7 | 26,0 | 39,0 | 651 | 78,1 | 86,8 | 955 | 99,9

Frekvenserne og de kumulerede frekvenser er angivet i %. Den kumulerede
frekvens for den sterste karakter, som er 13, burde veae pa 100%, idet dle
obsarvationerne ligger under denne karakter. Men pga. afrundingsfejl fér vi kun
99,9%.

Frekvenserne kan som tidligere reprassenteres grafisk i et stolpediagram:
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De kumulerede frekvenser angives normalt ved en sumkurve som er grafen for en
stykkevis linesa funktion, hvis vaadier i de observerede karakterer er lig den
kumulerede frekvens. Bemaak, hvordan sumkurven er trgppeformet. Det skyldes, a
man jo kun har nogle bestemte tal som observationer - en sdkadt diskret fordeling.
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Pa figuren nedenfor er vigt, hvorledes man kan aflaese kvartil-seettet. Dette bestér
a medianen dler 2-kvartilen, som er den “ observation”, som 50% af
observationerne ligger nedenunder og 50% af observationer ligger over. Her er den
8.
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Ogsa 1. kvartilen dler 25%-percentilen er indtegnet - den er pa 6, og ligeledes
kan man sg, at 3. kvartilen dler 75%-percentilen er pa 9.

Kvartilsxtet er sdledespa (6,8, 9).

Generdt Sger kvartilssdtet noget om karakternes fordeling, og issa skeeve
fordelinger kan ofte afd@res ved en studium af kvartil ssdtet.

Endelig kan man beregne gennemsnittet af de givne karakterer. Dette kan gares pa
flere méder - man kan addere dle de 23 givne karakterer og dividere med 23. Men



det er nu meget lettere at beregne ved at bruge formlen for veet gennemsnit for vi
kender jo vasgtene af de enkelte karakterer, det er jo frekvenserne

0: fpg+3: fg+5: fo +6: f+...+13: f 5
hvor f, er frekvensen af karakteren x. Det ses, at gennemsnittet er 7,74.

| ovenstdende eksempel kunne den observerede starrelse kun antage et bestemt antal
vagdier, nemlig de 10 mulige karakterer. | andre sammenhaange observerer man starrel ser,
som kan antage dle mulige vaadier, og som kan vaare behadtede med mal eusikker hed. Et
eksempel herpaer mding & starrelser a nittehoveder:

Diameteren af nittehoveder

Man har malt diameteren (i mm) af 200 nittehoveder. Resultaterne er angivet
nedenfor:

13,39 1342 1354 13,40 13,55 13,40 13,26 13,44
13,42 13,50 13,32 13,31 13,28 1352 13,40 13,43
13,38 13,44 13,52 13,53 13,37 13,33 13,24 13,13
13,53 13,53 13,39 13,57 13,51 13,34 13,39 13,47
1351 13,48 13,62 13,58 13,57 13,33 13,51 13,40
13,30 13,48 13,40 13,57 13551 13,40 1352 13,58
13,40 13,34 13,23 13,37 13,48 13,48 13,62 13,25
13,40 13,36 13,45 1348 13,29 1358 13,44 13,56
13,28 13,59 13,47 1346 13,62 1354 13,20 13,38
13,43 13,35 13,56 13,51 13,47 13,40 13,29 13,20
13,46 13,44 13,42 13,29 13,41 13,39 1350 1348
13,53 13,34 1345 1342 13,29 13,38 13,45 13,50
1355 13,33 13,32 13,69 13,46 13,32 13,32 1348
13,29 13,25 13,44 1360 1343 1351 13,43 13,38
13,24 13,28 1358 13,31 13,31 13,45 1343 13,44
13,34 13,49 13,50 13,38 13,48 13,43 13,37 13,29
1354 13,33 13,36 1346 13,23 13,44 13,38 13,27
13,66 13,26 13,40 13,52 1359 13,48 13,46 13,40
1343 13,26 1350 13,38 13,43 13,34 1341 13,24
13,42 13,55 13,37 1341 13,38 13,14 13,42 13,52
13,38 13,54 13,30 13,18 13,32 13,46 13,39 13,35
13,34 13,37 13,50 13,61 13,42 13,32 13,35 13,40
13,57 13,31 13,40 13,36 13,28 13,58 13,58 13,38
13,26 13,37 13,28 13,39 13,32 13,20 13,43 13,34
13,33 13,33 13,31 1345 13,39 1345 13,41 1345

Det ser jo ikke specidlt overskudligt ud. Man plejer derfor at gruppere mdingerne.
Dette gares ved a man vadger nogle intervaler (som ikke behever at vaaelige



gtore) og optadler, hvor mange observationer der ligger i hvert interval. Vi vedger
intervdlerne

]1310;1320], |1320;1330], .., |1360;13,70].

Bemaek, a dleintervaleme er af formen a; b] - dette sikrer, a der adrig er tvivi

om, hvor en observation ska placeres. Vi laver en tabel med intervalernell,
hyppighederne h( 1), frekvensarne f (1) og de kumulerede frekvenser F(1) .

| h(l) f(l) F(I)
11310 , 1320] 6 0,03 0,03
11320 , 13,30] 24 0,12 0,15
11330 , 13,40] 68 0,34 0,49
11340 , 1350] 60 0,30 0,79
11350 , 13,60] 35 0,175 0,965
113,60 , 13,70] 7 0,035 1,000

Vi tegner nu frekvensforddingen i et histogram. | et histogram er der til hvert
interva (dvs. vi laver kun hissogrammer for grupperede observationer) lavet et blok
med et ared svarendetil intervalfrekvensen. Det betyder, at vi er nedt til at definere
en aredenhed. Hvisdleintervdler er lige stor, saviser man arealenheden pa
2.aksen, men hvis der er nogleintervaller der er of forskellig tarrdse, A bliver man
nedt til a fjerne 2.aksen og vise aredenheden ved f.eks. a lave en firkant af
sterrelse 1%.
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Vi s a typeintervallet er ]13,30 13,40 .

Vi vil nu tegne sumkurven. Det kraaver, a vi ved hvordan observationerne er fordelt
i det enkelteinterval! Men det kan jo forekomme lidt dumt at skulletil at lave se pa



den enkelte observation, ndr vi mgisommeligt har grupperet observationerne. Vi
foretager den rimelige antagel se, at observationerne ligger jearnt fordelt i hvert enkelt
interva, det betyder, a den kumulerede frekvens stiger jaavnt indenfor det enkedte
interva, dler matematisk formuleret - liniegat.

Vi indtegner de hgjre intervalendepunkter som x-vaadier og de dertil herende
kumulerede frekvenser, og f& nu en sammenhaangende sumkurve med fagende
udseende.
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Vi kan nu aflaese kvartilsadtet til (13,33; 13,40; 13,49). Se figuren nedenfor:
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Vi kan ogsa aflasse f.eks. hvor procent der er under 13,25 ved at gaind pa
sumkurven ved 13,35 og aflaese den tilharende kumulerede frekvens, som giver

9,5%. Hvisvi nu lod x vage rittehovedernes starrelse, sa kunne vi sige

sandsynlighedenfor at X £ 13,35 er 9,5%

Denne skrivemade vil vi gare meget brug af senere, idet vi vil definere et begreb, der
hedder stokastisk variabel, som ger det |ettere at regne pa disse ting.
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Medianen er den midterste obsarvation dvs. 50%-fraktilen, sd den er 13,40.

Middeltallet beregnes pa samme made som far ved a vaagte intervallerne med deres
frekvens (som jo er sandsynligheden for at faintervdlet). Davi siger, a
obsarvationernei intervalermne er jaamt forddlte, SAvil vi bruge intervamidtpunktet til
middetal heregning.

middeltal =
1315°003+1325°0,012+1335°0,34 +1345°030+ 13%5>01/5+1365°0,035
=1341

Bemagk a midddtalet er meget tadt pa medianen. Dette er normalt tilfaddet, nér
man har mange observationer, idet observationerne s har en tendenstil a vaae
jeavnt fordelt omkring middetallet. Faktisk sa kan man i sidannetilfadde besemme
matematisk en frekvensfordding, der utrolig godt semmer overens med den
frekvensfordding, som man faktisk har. Denne fordeling kaldes en normafordding,
og den vil blive behandlet mere indgdende i Sidste afsnit.

11



Opgaver

1.1  Vedoptadling af rede blodlegemer i blodet betragter man under mikroskop et
tadlekammer fyldt med fortyndet blod. Et tadlekammer er et lille fladt rum med
glasvasgge, som indeholder et ganske bestemt rumfang. Tadlekammeret er indddlt i
lige Sorefdter.

Man tadler nu antalet af blodiegemer i hvert fet.
| skemaet nedenfor ses resultatet, dvs. antdlet af felter med det angivne antal
blodiegemer.
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10| 11 | 12
h| 0| 2 | 7 |14 26| 28|32 |36|2]|12| 12| 5 | 1
x er antallet af blodlegemer, og h er den tilsvarende hyppighed.

a) Bestemn frekvenserne og de kumulerede frekvenser for ovennae/nte observationer.

b) Tegn et pindediagram for frekvensforddingen.

) Tegn et trappediagram for den kumulerede frekvensfordeling.

d) Bestem kvartilsadtet for observationerne.

e) Bestem midddtallet.

1.2  Tabdlen nedenfor viser ddersfordelingen for den granlandske befolkning pr. 1/1
1989.

Alder (&) % af befolkningen

0-9 18,2 %
10- 19 14,1 %
20 - 29 23,9 %
30- 39 17,1%
40 - 49 12,7 %
50 - 59 7,8 %
60 - 69 3,9 %
70- 79 1,7%
80 - 0,5%

a) Er der tdle om en diskret dler en kontinuert fordeling.

b) Tegn higogrammet for denne fordding.

) Tegn sumkurven for denne fordeling.

d) Bestem kvartil sdtet

e) Hvor stor en del af den grenlandske befolkning er 67 & dller derover?
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9.3 Sandsynlighedsfelt

Vi skd nu se, hvorledes en matematiker vil modellere et tokastisk eksperiment. Vi Sarter
med at definere et endeligt sandsynlighedsfelt:

Definition 1
Et endeligt sandsynlighedsfelt bestar af

a) en enddig maangde U, kaldet udfaldsrummet,

b)  enfunktion P fraU til [ 0;1], kaldet
sandsynlighedsfunktionen, opfyldende

C) P(u)+ P(u,)+ P(ug)+...+P(u,) =1
(Elementernei U kades udfald og betegnes med
symbolerne U, ..., U,,).

Hvordan skal dette forstas? Vi betragter et stokastisk eksperiment, hvis udfald kan vaae et
a eementerne Uy, U,, ..., U,. Sandsynligheden P(u,) ska dafortolkes som frekvensen &f

udfaldet u,, nér dette stokastiske eksperiment udferes mange, mange gange.

Eksempel
Inkarnerede ludo-spillere vil vide, at kaster man en terning f.eks. 6000 gange, savil
man fa gjentallet 1 ca. 1000 gange, gientallet 2 ca. 1000 gange osv. Kort sagt,
frekvensen for udfaldet 1 er <, frekvensen for udfaldet 2 er ligeledes 1, osv.

Sandsynlighedsteoretisk formulerer vi dette pa fa gende made:
Udfddsummet er U ={1,2,34,5,6}
Sandsynlighedsfunktionen P er fastlagt ved nedenstdende tabel:

u 11 2] 3]|]4]5]| 6
PO 31414141413
Betingelsen
P(1)+P(2)+P(3)+P(4)+P(5)+P(6):%+%+%+%+%+%:
er opfyldt.

Bemagk, a grunden til, & sandsynligheden P(u) for et udfad er et tal i intervallet[ 0;1] er
jo, a frekvenser jo dtid ligger i dette interval.
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Ligeledes ska summen af sandsynlighederne for dle udfaldene vaae 1, idet det samme
gadder for frekvenserne.

Normalt arbgjder man ikke med udfal dene dene, men derimod med haandelser, som er et
mere generelt begreb:

Definition 2
En haandelse A er en ddmaangde af udfadsrummet U.

Sandsynligheden for en heenddlse P( A) er summen &f
sandsynlighederne for dle udfadenei A.

Eksempel
Mikkd foretrakker a spille ludo med en falsk terning. Denne kan beskrives ved
sandsynlighedsfeltet

U ={12,34,56,7}

u 1 2 3 4 5 6 7
Pu 015 0 [005(025] 01 | 04 | 0,05

Denne terning er sdledes indrettet sdledes, at man f&r en 6'er i 40% af kastene. Man
kan ddrig padaget 2, idet P(2) = 0; men til gengadd f& man, til Mikkes
modspilleres store forundring, daget 71 5% af kastene.

| et bestemt spil ludo kan Mikkel da Mette hjem, hvishan dar 1, 2 dler 4, og han
kan d& Kasper hjem, hvishan dar 4, 5, 6 ler 7. Hvad er sandsynligheden for, at
Mikke kan danogen hjem?

For a kunne besvare dette spargsmd, indferer vi nogle heandelser:

M = Mikkd kan daMettehjem  ={1, 2, 4}
K = Mikke kan da Kasper hiem ={4,5, 6, 7}
H = Mikke kan daen dler anden hjem

Vi s, a
H=MEK={124567}

og
P(M)=P()+ P(2) + P(4) =0,15+0+0,25= 0,40

14



P(K) = P(4) + P(5) + P(6) + P(7) =0,25+0,1+ 0,4 + 0,05= 0,80

P(H) = P() + P(2) + P(4) + P(5 + P(6) + P(7) =
015+0+0,25+0,1+0,4+0,05=0,95
Mikkel har altsa 95% chance for & da en dler anden hjem.
Bemagk, a selvom

H=MEK
sa gadder der ikke, at
P(H)=P(M)+ P(K)

- dette skyldes jo, a man ved udregning af summen P(M) + P(K) kommer til a
medtage leddet P(4) to gange.

For regning med haendel ser gedder der generelt fadgende regneregler:

Satning 3 (FS)

Lad A og B vege haandelser i et udfaldsrum U. S& gedder:
a) P(AE B) =P(A)+ P(B)- P(AC B)

b) P(AEB)=P(A)+P(B),hvisACB=£&
c) PU)=1

d) P(&£)=0

e  P(A)=1- P(A)

Bevis:

a) N&r man udregner P( A) + P(B), sdkommer man til & medregne
sandsynlighederne for dementernei AC B to gange. Dette justeres ved at
fratrakke sandsynlighederne for disse fadles eementer en gang, nemlig i leddet
P(AC B).

Sadningen er illustreret pa figuren nedenfor. Forestil dig, at du ska male hele

AE B grét. Dette kan gares ved farst at male omradet A og derefter omradet B
Men hov - det fadlesomréde AC B fik dobbelt dosis, og vi méa derfor skrabe det
enelag mding af igen!
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b) |det der ingen fadles dementer eri A og B, SAer der ingen udfad, hvis sandsynlighed
man kommer til a medregne to gangei summen P(A) + P(B).
C) Dette er en reformulering af definitionen pd sandsynlighedsfunktionen:
P(U)=P(u)+P(u,)+..+P(u,) =1
d) Den tomme maangde 4 indeholder ingen dementer, sa sandsynligheden er O for at
man rammer ind i et af dise,
e) Dette fdger af b) - en handelse A og dens komplementsamaangde A opfylder
AEA=U og ACA=f
hvilket giver
P(A)+P(A)=PU) =1
dler B
P(A)=1- P(A).
0
Eksempel

Mikkel har nu faet anskaffet Sg en ny, 10-sidet ludo-terning. Den kan beskrives ved
sandsynlighedsfeltet

U ={12,34,56,7,89,10

u 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pu| 01| 02| 01 |005|005|015]|0,05]|0,05]|005]| 0,2

Mikkel vil finde sandsynligheden for fdgende heandel ser:

A: Mikkel dar et ulige tal med terningen
B: Mikkel & hgjst 4 med terningen
C: Mikkel d& ikke 1 med terningen.
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Han f&r
P(A) =P(1)+P(3)+P(5)+P(7)+P(9) =
0,1+0,1+ 0,05+ 0,05+ 0,05=0,35
P(B)=P()+P(2)+P(3) +P(4) =
0,1+0,2+0,1+0,05=0,45
P(C)=P(2)+P(3)+P(4)+P(5)+P(6)+ P(7)+ P(8) + P(9) + P(10) =
0,2+0,1+ 0,05+ 0,05+ 0,15+ 0,05+ 0,05+ 0,05+ 0,2=0,9

Men den sdste sandsynlighed kunne regnes ud meget |ettere.
K omplementaghaandelsen til C er netop haandelsen {1}, som kun bestér af udfadet
1. Derfor

P(C)=1- P(C)=1- P(1)=1- 0,1=0,9.

Vi ska nu beskadtige os med de sékd dte betingede sandsynligheder:

Eksempel
Privatdetektiv O. P. Dager har ved et ngjere studium af Hr. D. |. Rekter’s tgjvaner
fundet frem til nedenstdende tabel, der viser til hvilke mader, han har dipspa Pa
arbgdet er der 3 dags mader, nemlig bestyrel sesmeder, planlaagningsmeder og
medarbejdermader. Disse forekommer med hyppighederne henholdsvis 10%, 30%

0g 60% .
M ade hyppighed dips
bestyrel sesmade 0,10 100 %
planlaggningsmade 0,30 50 %
medarbejdermade 0,60 10 %

| snrapport til Fru D. |. Rekter skal han fortadle i hvor stor en procentdd af
tilfaddene, Hr. D. |. Rekter har dips pa

Hr. O. P. Dager regner sdledes:

Procentdd tilfadde med dips pa=
procentdd tilfadde (bestyrel sesmade og med dips) +
procentdd tilfadde (planlasgningsmede og med dips) +
procentde tilfadde (medarbejdermade og med dips) =
100% >0,10+50%°>0,30 +10%°>0,60 =
31%

Han regner med andre ord, som var det et vgjet gennemsnit!

Lad os oversadte eksemplet til sandsynlighedsregning, hvor problemet naturligt harer
hjemme. Dvs. vi laver nogle haandelser
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bestyrel sesmade

planlaggningsmede
medarbejdermade

Sipspa
Vi kan nu skrive
P(S)=P(ECB)+P(SCP)+P(SC M) =
P(Sbetinget bestyrelsesmade) > P(B) +
P(Sbetinget planlasgningsmede) xP(P) +
P(S betinget medarbejdermade) xP(M)
Det kan skrives mere kompakt, hvis vi lader ordet betinget erstatte med en lodret
streg, f.eks. P(Sbetinget bestyrelsesmade) = P(SB) :
P(S) = P(§F) xP(F) + P(S M) xP(M) + P(§ A) xP(A)

Vi har med dette eksempel motiveret nedenstdende definitioner og saninger.

WU W

Definition 4
Lad A og B vaae to haandelser, s er den betingede sandsynlighed
for A under forudsadning af B, skrevet P(A|B), givet ved

p(AB) = L B)

(forudsat
P(B)

P(B)* 0)

Bemaak a hvis P(B) = 0, sd er ovenstdende definition meningdes, men i dette tilfadde
sadter man bare P(A[B) =0.

Definition 5
En klassedeling af en maangde (eller et udfadsrum) U er en samling
a ddmeangder B, , B, , B3, ..., B, a U, som opfylder:
1) B9 , i=123..n
2) BCB =@ for 1]
3) B,EB,EB;E..EB,=U

Man skd dtsaforegtille sig, a man har savet U i n forskellige stykker.
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Nedenstdende kaldes ofte loven om total sandsynlighed:

Saetning 6
Lad B, B, ,..., B, vage en klassedding af udfadsrummet U. og
lad A vage en hasnddlsei U. S gadder

P(A)=P(AB)*xP(B) + ... +P(AB,)xP(B,)

Bevis:
Situationen er skitseret nedenfor:
[
5, B A 35
5y
A
5 £
B : 3?
Af tegningen ses

A=(ACB)E(ACB,)E ... E(ACB,)

P(A) =P((ACB)E(ACB,)E ... E (ACB,))
Da B CB; =9,saer (AC B)C (AC B;) =@. Af sadning 3o fas
P(A)=P(ACB)+P(ACB,)+ ... +P(ACB,)

P(AB,)XP(B,)+ ... +P(AB,)*P(B,)
5

Enddig har vi omvendingsformlen:
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Saaning 7
Lad A og B vaae hasndelser med P(A)* O og P(B) ! O, saer

P(AB) xP(B)

P(BIA) =5/

Bevis
Bevisat fdger direkte af definition pa betinget sandsynlighed

BCA=ACB
B
P(BCA) =P(BCA)
g
P(B|A) xP(A) = P(N B) xP(B)
g
P(BIA) = P(AE) <P(B)
(A)
&
Eksempel

Lad 1000 skruer vege fordelt i 4 bokse By, B,, B3, B, med henholdsvis 100, 200,

300 og 400 skruer. De 4 bokse pakkes af 4 forskellige personer, som har envis

sandsynlighed for at pakke defekte skruer ned i en boks pa henholdsvis 5%, 3%,
12% og 1%.

Find sandsynligheden for at pa en defekt skrue.

Farst fastlaggger vi de heandelser, som vi er interesseret i

B,;:  Faenskruefraboksl P(B)) =01
B,: Faenskruefraboks2 P(B,) =0,2
B;:  Faen skruefraboks3 P(B;) =03
B,: Faenskruefraboks4 P(B,) =04

A Faen forkert skrue

Vi kan nu skrive

P(A) = P(AB,) xP(B,) + P(AB,) xP(B,) + P(AB;) xP(B,) + P(AB,) xP(B,)
=5%>0,1+3%>0,2 +12%>03+1%>0.4 =51%

Find sandsynligheden for at skruen kom fra boks2, n& skruen er forkert.
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P(AB,) XP(B,) _ 3%>0.2 _
P(A) 51%

P(B,|A) = 012

Eksempel

| en pose er der farvede bolde. Der er 4 farver: Bl3, gren, gul, red.
Jens tager en bold op, og vi betragter nu forskellige haandel ser.

A: Bolden har en & farverne gul dler red
B: Bolden har en & farverne gul dler gren
C: Bolden har farven gren
D: Bolden har en & farverne bld, gul dler red

Allefarver traskkes med lige stor sandsynlighed, savi f&r
P(A) =050 P(B) =050
P(C)=0,25 P(D)=0,75

Lad os se pa D forudsa, at vi ved at haadelsen B dler C er indtruffet

P(DC B) _ P gul") _ 025 _

PO = =@ @) 0%

0,50

p(Djc)= PDCC) _PC@) _ 0 _,
P(C) P(C) ~ 025

Som vi kan se, sdkan viden om, a B dler C er indtruffet formindske
sandsynligheden for D drastisk. Det er jo oplagt, for hvisvi ved, a kuglen er gren, ja
sakan den naturligvisikke vaae bld, gul dler red.
P(BCC) _P("gren') 025 _ 1

P(c) P(C) 0,25

P(BIC) =

P(BECD) _P("gu") 025_1

P(D) P(D) 075 3
Vi ser, a viden om, a D er indtruffet, formindsker sandsynligheden for, a B
indtraeffer, og modsat A er det helt sikkert, at B indtradffer, ndr C er indtruffet. Vi

ma konkludere at viden om en haandelse kan formindske eller forege
sandsynligheden for en anden haandelse.

P(AB) = P(AC B) _ P("gul") 025 _
" P(B)  P(B) 050

Menhov P(A) =0,50, shom B er indtruffet eller g amdrer ikke pd, om A
indtragffer, m.a.0. A er A uafhaangig & B.

P(BID) =

050
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Definition 8
A er uafhangig a B hvis P(A|B) = P(A)

Dette kan vi omforme ved brug af definitionen pa betinget sandsynlighed
P(AC B) = P(AB) xP(B)

Safér vi, nar A er uafhaangig of B
P(AC B) = P(A)>P(B)

Man f& sdvfdgdig den samme ligning frem, hvis B er uafhaangig af A, og dermed har vi vigt
fa gende szning.

Saning 9 (FS)

A og B er uafheangige haanddl ser netop hvis
P(AC B) = P(A)>P(B)

Eksempel
En en-krone og en to-krone kastes. Her har vi fire forskdlige udfad:

1P : 1-kronen viser plat
1K : 1-kronen viser krone
2P :  2-kronenviser plat
2K :  2-kronenviser krone

|det manterne er symmetriske, ma der gadde, a
P(1P) = P(1K) =05
P(2P) = P(2K) =05

Hvad er sandsynligheden for, at 1-kronen viser plat, og 2-kronen krone, atsa for
henddsen 1P C 2K

Nu er en-kronen jo ligeglad med, hvad to-kronen viser, sdvi ma konkludere, at
udfaldene 1P og 2K er uafhaangige!
Defor:

P(1P C 2K) = P(1P)>P(2K) = 05>05= 0,25
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2.2

2.3

b)

2.4

2.5

b)

Opgaver

Givet: To hasnddser A og B opfyldende
P(A):% P(B):% P(AC B):%
Find: P(AE B)

Givet: To hasddser A og B opfyldende
P(A):% P(AE B):% P(AC B):%
Find: P(B)

P& Pladderballe Cykel pumpefabrik A/S har man to cykel pumpemaskiner, A og B.
Maskine A star for 60% af cykel produktionen, mens B producerer resten. Maskine
A producerer en defekt cykelpumpe med 3% chance, mens sandsynligheden for, a
en cykdpumpe fra B er defekt er pa 5%.

Bestem sandsynligheden for, a en tilfaddig cykd pumpe fra Pladderballe
Cykepumpefabrk A/S er defekt.

Casper kaber en cykelpumpe og opdager til sin raadsdl, at den er defekt.

Hvad er sandsynligheden for, at den blev produceret pa maskine B?

Jacob er til afduttende provei teorideen af Anvendt Cykel pumpning. Preven er nu
ikke s svaa - den bestar af nogle spargsmd med 5 svarmuligheder, hvoraf kun &
er det rigtige svar. Desvaare har Jacob ikke faet laest pa pensum, s han kender kun
svarere pa 30% af opgaverne. Hvis han ikke kender svaret, sa sadter han bare sit
kryds helt tilfeadigt.

Hvad er sandsynligheden for, a Jacob svarer rigtigt pa et givet spgrgsmd?

Hvis Jacob givet det rigtige svar pa spergsmdet, hvad er s sandsynligheden for, a
han faktisk kender svaret og ikke bare gedter?

Betragt udfaldsrummet U ={1, 2,3, 4} med sandsynlighedsfordelingen
P()=P(2) =P =P =1

Betragt endvidere haandel serne
A={1,2 B={1,3 C={1,4

Bevis, a A og B er uafhaangige.
Bevis, a A og C er uafhaangige.
Er Bog C uafheangige?

23



2.6

b)

2.7

2.8

2.9

| bragispillet Matador d& man med to terninger og rykker efter summen af deres
gne.

Er det rimdligt a antage, a udfadet af de terninger er uafhaangige a hinanden?
Opdil et sandsynlighedsfelt, som beskriver de mulige udfald for kast med to
terninger.

Michadl spiller Matador mod Trine og Lene. Michad skd til a da Hvis Miched
dar 5, rammer han pa Dronningens Tvaargade, som gjes af Tring, og som e
bebygget med 4 huse. Sar han 8, silander han pa Radhuspladsen, som Lene har
bygget hotdl pa | begge tilfadde vil lgjesfgiften ruinere Michadl.

Bestem sandsynligheden for, a Michad bliver ruineret.

Opstil en tabel over sandsynligheden for, a man ska rykke 2 felter, 3 felter, 4 felter,
osV...

| det ikke saligt udbredte bragspil Arhusiansk Matador spiller man efter de
saalvanlige Matador -regler, dog skal man & med en red og en blaterning og
rykke det rade gienantal minus det bld gienantd. Hvis dette tal er negativt, sd ska
man rykke baglaas (og passerer man Sart, saskal man aflevere 4000 kr. il
banken. Omvendt, rykker man baglaas og lander pa Radhuspladsen, som er
bebygget med hotel, safar man 40000 kr. i anti-lgje fra hotelgjeren).

Opstil entabel, som i opgave 2.6.d, over de mulige udfald og deres sandsynligheder.

Pa Pladderbdlle Traktorfabrik er der lige stor sandsynlighed for, a en traktor er
produceret pa en mandag, en tirsdag, en onsdag, en torsdag eler en fredag.
Traktorer lavet pa en mandag har 4% risiko for at vagre defekte, traktorer lavet om
tirsdagen, onsdagen eller torsdagen har 1% risiko for a veare defekte, og traktorer
lavet om fredagen har 2% risko for at vazre defekte.

Hvad er sandsynligheden for, at entilfaddig traktor er defekt?

Mette kaber en traktor, da hun ikke vil bruge sin hest til plgining. Desveare for
hesten er traktoren defekt. Hvad er sandsynligheden for, at den blev produceret pa
en mandag?

P& Pladderbale Gymnasium og HF-kursus bestar 2y af 70% drenge og 30% piger.

40% af drengene og 60% af pigerne ryger.
Hvad er sandsynligheden for, a en dev, som ryger, er en pige?
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9.3 Stokastisk variabel

Et stokagtisk eksperiment er et forsag, som giver en rakke udfad, der ale kan have en vis
sandsynlighed for at forekomme. Ofte kender man kun sandsynligheden for de enkelte
udfad ved at have gentaget eksperimentet mange gange.

Eksempel
At kaste med en terning og notere g gjentallet er et stokastisk eksperiment med
seks udfald, der dle har sandsynligheden en gettedd.

Eksempel

At bidei et tilfaddigt nedfaldent adble i hos Jergens foraddres have vil have falgende

udfad!
Udfdd ig0orm |spist0,250rm |[spist0,50rm  [spist0,750rm | spist 1 orm
sandsynlighed | 0,85 0,06 0,04 0,04 0,01

Generdt kan vi definere

Definition 10
Et stokastisk eksperiment er et eksperiment med n mulige udfad
Uy, Uy,...,U, , 0g en sandsynlighedsfunktion P, som opfylder
1) P(u)T [0;1] fori=1,2,..,n
2) P(u)+P(uy)+..+P(u,) =1

Vi ser, at definitionen pa et stokastisk eksperiment passer godt sammen med definitionen pa
et enddigt sandsynlighedsfelt.

D.v.s. vi kan bruge voresviden om endelige sandsynlighedsfelter pa et stokastisk
eksperiment.

| forbindelse med et enddligt sandsynlighedsfelt snakkede vi meget om heandelser, og det
skal vi ogsa gare her. Det viser Sig, at det er praktisk at have en form for tedler, nér man
skal beskrive forskellige haandel ser pé en kort form. En sidan tadler kaldes en stokasti sk
variabel.

Lad os motivere det lidt mere, far vi definerer en stokastisk variabd.

25




Ofte ensker man at behandle sine eksperimenter mere indgdende. Jargen kunne f.eks. anske
sig at vide, hvor meget orm han i gennemsnit spiser pr atble! Og som ovenstdende tabel ser
ud nu, er det ikke umiddelbart muligt. Men hvis J.I. blot lader udfadet vaare reprassenteret
ved e ta - nemlig den spiste ormemamngde, sa bliver talbehandling muligt.

udfad - den spiste ormemaangde 0 025|105 |075 |1
P(udfad) 0,85 [0,06 |{0,04|0,04 |0,01

Man kan nu regne gennemsnittet ud (der er jo et veet gennemsnit, hvor vaagten &f et udfald
er sandsynligheden for udfaldet).

gennemsnit = 0>85+ 0,25>0,06 + 05>0,04 + 0,75>0,04 +1>0,01= 0,075

| atistikken siger man, at man har lavet en sokastisk variabd, der tadler spist
ormemaagde, og vi kunne nu lave mange flere beregninger, hvis vi enskede det.

Definition 11

En stokastisk variabel X knytter et redt td til udfadenefor et
stokastisk eksperiment

Bemagk, a man til é& stokastisk eksperiment sdledes godt kan have mange forskellige
stokastiske variable.

Definition 12

Sandsynlighedsfordelingen for en stokastisk variabel X er en tabd,
som il enveadi t; af den stokestiske varigbel knytter summen &f

sandsynlighederne for de udfald, som giver X vagrdien t;

t 9] t, ts t,
P(X=t) ] P, Ps P,

Vi ser umidddbart at sandsynlighedsfordelingen for en stokastisk variabd, svarer til
frekvenserne vi arbgdede med i Satidtik afsnittet. Man kalder derfor ofte
sandsynlighedsfordelingen for en frekvensfor deling dler en taghedsfunktion, og skriver i
dafdd f (a) = P(X = a) . Lige sddan som vi i forrige afsnit fik brug for den kumulerede
frekvens, sa er den meget anvendelseshar for en stokastisk variabel, hvor vi kader den
kumulerede frekvensfor en fordelingsfunktion og i dafad skriver F(a) = P(X £ a) .
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Definition 13

Lad X vage en stokastisk variabel. Sa definerer vi
1) taghedfunktionen f ved f (a) = P(X = a)
2) fordelingsfunktionen F ved F(a) = P(X £ a)

Hvisvi vil illustrere frekvensfunktionen, sa tegnes et stolpediagram, og hvis vi vil illustrere
fordelingsfunktionen, s tegnes en sumkurve, som vi gjorde det i statistik afsnittet i det
diskrete tilfadde.

Fordelingsfunktionen er savigtig, a i afsnittene om binomiafordelingen og normafordeingen
vil vi faktisk kun regne med forddingsfunktionen, n&r vi laser et problem.

Definition 14

Lad X vage en stokastisk variabd med m udfald, sA defineres
middelveadien & X til a vagre det vgede gennemsnit E( X) (eler

m
E(X) = X(u)>p(up) + X(uz)> p(up) + ... + X(Unm) > p(Um)

Saetning 15
Lad X vege en sokastisk variabel med vagdierne t, , t, ..., t,.
Saer
E(X) =t >P(X=t)+ ..+t >P(X =t,)

Bevis
Ifdge definition 14 f&r vi

E(X) = X(u)> p(uy) + X(Uz)> p(Uz) +...4+ X (Un) > P(Upn)

Vi samler leddene, sd dle de udfad, der fik knyttet talet t; til Sig, kommer til a sta
forrest, og med t; sat udenfor en parentes, og ligeledes med de andre led.

E(X) =ty { P(vy) + P(v5)+..+ P(v}) ) +..+t, ( P(wy) + P(W,) +...+P(w))
hvor vy ,v,,...,V, dleerudfad, hvortil X knyttestil tallet t;. Vi ser nu, &
P(X =t,) = P(vy) + P(V,)+..+P(V,,)

hvoraf sseningen fdger.
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Eksempel
Lad os udfere et stokastisk eksperiment, nemlig at kaste to terninger. Et udfald kan
beskrives som et ordnet par (S,t), hvor ser det farste giental og t det andet

gentd. Udfaldsrummet bliver maangden
u={@11,12,13,149,15,1s),
(21).(22),(23,(24),(29),(2,6),
(31).,(32,(33),(34),(39,(39),
(41),(42),(43,(44) (45,46,
(51,(2).(53),(54).(59.(58) ,
(6.1),(6.2),(6,3),(64),(65 ,(66)}

Hddigvis e sandsynlighedsfunktionen mere smpd:
P((s,t)) = 3, for dle veadier af sogt.

Vi kan nu definere to stokastiske variable, X og Y ved

X((s,t)) =s+t
Y((s,t)) =s-t

Disse stokadtiske variable har taghedsfunktionerne:

t 2 3 4 5 6 7
P(X =t) 136 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36
t 8 9 10 11 12
P(X =t) 5136 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36

t -5 -4 -3 -2 -1 0
P(Y =1) 136 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36
t 1 2 3 4 5

P(Y =t) 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36
-dette fandt du jo salv ud &f | opgaverne 2.6 og 2.7.

Ved direkte udregning ser man, a middelvagdierne er
E(X)=7 0g E(Y)=0

(En konsekvens &f dette er, at man i Arhusiansk Matador ikke kan forvente at
komme ret langt vak fra sartpostionen...)

For regning med stokagtiske variable gadder der:
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Saning 16
Lad X og Y vaze stokastiske variable, og ¢ en konstant.
1) E(c)=c nar c er et ta
2) E(X) =c>E(X)
3) E(X +Y)=E(X) +E(Y)
4) E(X+c) =E(X)+E(c)

Bevis
1) E(c)=c(u)>P(uy) +c(uy) > P(up) +...+¢(um) > P(up)
c>P(uy) +c>P(uy) +..+c>P(uy,) =
cX{ P(uy) + P(Uy)+...+ P(uy)) =¢
Her ska c opfattes som en konstant stokastisk variabel,

2)  E(cX) =cX(u)>P(uy) +cX (W) P(Up)+..+CX (Up) > P(Upy ) =

C>( X (uy) xp(uy) + X(uy) Xp(uy) +...+ X (Uy,) xp(um)) -
c>E(X)
3) og 4) er en gvelse

Eksempel
Vi fortsdter terninge-eksemplet frafer. Vi har to stokadtiske variable:

S((sit)) =s og T((st)) =t
(Sbetyder 'Hvad er gientdlet pa den farste terning. Pyt med den anden)

Man kan let beregne, & E(S) = E(T) = 35.

Vi har nu, a
X=S+T

og derfor
E(X)=E(S+T)=E(S)+E(T)=35+35=7

ganske som far.
Tilsvarende er

Y=S-T
og
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E(Y) =E(S- T) =E(S)- E(T)=35- 35=0

Alle stokastiske variables sandsynlighedsfordeling vil fordele Sg omkring middelvaadien,
men maden den er forddt pa kan variere temmeligt meget.

Hvis man f.eks. lader en stokadtisk variabd angive hgiden af en tilfaddig udvalgt personii et
rum, og man far at vide at middeltallet er 1,65 m, sa kan hgjdefordelingen jo godt vagre
meget forskellig, som man kan se af nedenstdende to sandsynlighedsforddinger.

Lad osf.eks. sigea man sdv er 1,65 m hgj, og far a vide a midddtalet er 1,65 m blandt
personernei et lokde. SAer man jo glad, og tror & man nok ska kunne fade sig hiemmei
lokalet. Men trasder man ind i lokalet med den venstre sandsynlighedsfordeling, savil man jo
hurtig finde udad, at man faktisk er en outsider i det lokale, hvilket vil vaae knap sA meget
tilfaddet i et lokale med den hgjre sandsynlighedsfordeling. Og skulle man traade ind i et
lokae hvor middeltallet ogsa er den eneste hgjde, s vil man vaae lykkdlig.

Dette lille eksempel skulle gerne vise, at det ikke er nok at kende midddtalet. Vi er nedt til
a have et md for, hvor meget den stokastiske variabel varierer omkring middeltallet. Et
s&dant md kan laves pa mange méder, men den mest brugte er den vaagtede sum af
kvadratet pa afvigelserne til middelvaardien. Herved opnds, at man giver megen betydning til
de veardier, som ligger langt fra middelvaardien, mens de vaardier som ligger tad pa
middevaadien nassten ikke bidrager til summen. Vi f& dtsaet ma, som vi kalder variansen,
som ser ud som falger

var(X) = (X (u) - m? xP(ug) +(X(Up) - M xP(Uz)+..+(X (Up) - M <P(Upy)
Det minder jo meget om definitionen pa middel vagdi

E(X) = X(up)>P(up) + X(up)> P(Up) +..+ X (Upn) > P(Ury)

Blot er er f.eks. X (u,) erstattet med (X (uy) - m)?, sivi foretager falgende definition
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Definition 17

Lad X vage en stokastisk variaba med middelvagdien m sa
definerer vi

1) Vaiansenaf X som var(X) = E((x- m)2)
2) Spredningenaf X som s ( X) =./var(X)

Der er tradition for at bruge kvadratroden af variansen som et md, der kaldes spredningen.
Det skyldesisag, at man i datistiske sammenhaange ofte skal regne med kvadratroden af
variansen, og sa kan man jo lige sa give det & navn.

Saetning 18 (FS)
Lad X vaze en stokagtisk variabd sder
var(X) = E(X?)- (E(X))?

Bevis:
var(X) = E((X - m?)
var(X) = E((X? +nf - 2xX>n)
var(X) = E(X?) + E(mf) + E(- 2xX x1)

var(X) = E(X?) +nf - 2>mxE (X))
var(X) = E(X?) +nf - 2xmm

var(X) = E(X?) - nf

&
Eksempel
Den stokastiske variabd X har taghedsfunktionen
t -1 0 1 2
P(X =1t) 0,5 0,2 0,1 0,2

Vi finder middelvaardien, variansen og spredningen:
E(X)=(-1)>05+002+1>01+2°0,2=-0,2
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E(X?) =(-)%>05+0%x02+1>>01+2%2 02 =14

var(X) = E(X?)- E(X)?=14- (-02)* =136

s(X) =./var(X) = /1,36 =1,167

Saetning 19 (FS)
Lad X vaae en stokastisk variabel s gedder
1)  var(@X)=a?»ar(X)
2 var(X +b) = var(X)

Bevis
1) var(aX) = E((ax)?)- (E(aX))
var(aX) = E(@2X?) - (aE(X))?
var(aX) = a2E(X?) - a2(E(X))?
var(aX) = a2><E(X2)- (E(X))Z)

2

var(aX) = a® xwar(X)

2)  var(X+b)=E((X+h)?)- (E(X +b))?
var(X +b) = E(X 2 +b? +2xb) - (E(X) +b)?
var(X +b) = E(X2) + E(b?) + E(2xb) - ((E(X))2 +b2 + 2bE(X))

var(X +b) = E(X?2) +b? +2bE(x) - (E(X))? - b? - 2bE(X)

var(X +b) = E(X?) - (E(X))?
var(X +b) = var(X)

Eksempel
Lad X og Y vazre stokastiske variable med

E(X)=10 og va(X)=2 og Y=3X+8

Find E(Y) ogvar(Y):
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E(Y) = E(3X +8) = 3 E(x) +8=3>10+8 = 38
var(Y) = var(3x+8) = 3 war(X) =92 =18

Eksempel
Lad X og Y vagre stokastiske variable med

E(Y)=20 og s(Y)=3 og Y=5X-10

Find E( X) og var(X)

20= E(Y) = E(5x- 10) =5>E(X) - 10
E(X)=6

3=s(Y) =s(5X - 10) =|8s(X)
s(X)=06
var(X) =(s(X))* =06 =0,36

Opgaver
3.1 Lad X vageen gokagtisk variabel med fordelingen
t -3 -1 0 1 2 3 5 8
f(t) 0,1 0,2 0,15 0,2 0,1 0,15 0,05 0,05
Bestem nedenstéende starrel ser:
a) P(X <0) b) P(X £0) C) P(X <-05)
d) P(X >2) €) 1- P(X>2) f) P(X £ 2)
0 P(X=-3|XE£0) h P(X33X30) P(X =2|x<1])
) E(X) k) var(X) 1) s(X)

3.2 Lad Xog Y vazeto stokastiske variable med den fadles fordeling angivet nedenfor.
Hermed menes, a tabellen angiver tdlene P(X =s og Y =t)

st -1 0 2 6
-2 1/9 1/27 1/27 1/9
1 2/9 0 1/9 1/9
3 0 0 1/9 4127
Bestemn
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a)
b)
c)

d)
f)

tagthedsfunktionen for X
tegthedsfunktionen for Y

P(Y er lige)
taghedsfunktionen for XY

E(X) ,E(Y) og E(XY)
var(X) , var(Y) og var(XY)
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9.4 Kombinatorik

Kombinatorik handler om forskellige méder, som man kan tadle pa. Det er ofte nyttigt at
kende nogle tadlemetoder, n& man ska regne en sandsynlighed ud. Det kommer sig blandt
af, a den mest oplagte méde at regne en sandsynlighed for en handelse ud pd, nar alle
udfald er lige sandsynlige, er ved

_ antal udfald med succes
antal mulige udfald

P(succes)

Det skd forstas sadan, a man er i en Situation, hvor man har en raskke mulige udfald, men
kun er interesseret i nogle bestemte udfald, som man falgelig opfatter som succeser. Det ma
josAvegerimdigt a sige, at sandsynligheden for den Situation er antallet af udfad, som er
gungtige divideret med det samlede antd mulige udfald.

| gvrigt kalder man et sandsynlighedstdlt, hvori dle udfald er lige sandsynlige, for et
symmetrisk udfaldsrum.

Eksempelvis er det sSituaionen, n& man d& med en terning, og man gnsker a faen L'er, s3
er antal gunstige udfald 1 og samlede antal udfad er 6, dtsa er sandsynligheden for en 1'er

1
en6.

Sa spargsmdet er da, hvordan man regner disse antal ud pa en let méde. Denne aadle
videnskab (at regne antal ud) kades kombinatorik.

Kombinatorikkens fundamentale regd er:

Saaning 20 (multiplikationsprincippet)

Lad et vag bestdaf n devag, hvor hvert delvag kan fortages pa et
antal mader, A er valgets samlede antal mader lig med produktet af
delvalgenes antal mader.

Det illustreres lettest ved at bruge et skema af typen

Vdg Vagbeskrivelse Anta méder valget kan gares pa
1 beskrivelse 1 my

2 beskrivelse 2 m,

n beskrivelse n m,

Samlet vag my >mp ..,
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Sagning 21
Antalet af rakkefager n objekter kan placeresi er
n>(n- 1>(n- 2)>.52°1=n!

hvor n! laeses som “n fakultet”

Bevis

Bevist fager direkte af multiplikationgprincippet, idet vi laver n vadgogi hvert vag
vadger et objekts placering.

Vdg Valgbeskrivelse Antal mader valget kan gares pa
1 vadg 1. objekts placering n

2 vadg 2. objekts placering n-1

3 vadg 3. objekts placering n-2.

n vadg Sdste objekts placering 1

Samlet vag n>(n- 1)>(n- 2)>..52>1=n!

0

Bemaak at 0!=1, idet man kan placere O objekter pa netop én méde.

Eksempel
Pa hvor mange mader kan fire dlever vagre placeret p&? Det kan man jo passende

bruge et frikvarter pa at undersage! Men man kan salvfagelig ogsa blot bruge
sadningen, for den Siger, a svaret er 4!, som er det sammesom 4>3>2>1=24
De fleste lommeregnere har ogsaen tast med “!” pad, som kan udregne 4! direkte.

Facit virker rimeligt, ndr man taanker pa, at den farste kan placere sig pa 4 steder,
den naeste pa 3 steder, den nasste igen pa 2 steder og til den sidste er der kun 1 stal.
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Saning 22
Anta méder man kan vadger objekter ud af n objekter er givet ved
|
K(n’r) - n—
rixn-r)!

hvor K(n,r) lasses som “k n kommar”. Den kades ogsaen
binomiakoefficient.

Bevis
Beviset g& ud pa a vedge rakkef@gen af n objekter pd en bestemt méde vel
vidende at resultatet pr ssgning 21 ska given!
Man foretager farst et valg af r objekter ud af de n objekter, og uden at kende antal
mader det kan geres pa, s daber vi dette antal for K(n,r) .
Derefter sa vadges raskkef@dgen af der objekter og til sidst sa vadges raskkefalgen
af de n- r objekter.
Ved brug a multiplikationsprincippet far vi

Vag |Vagbeskrivelse Anta méder valget kan geres pa
1 vadg r objekter ud af n objekter K(n,r)

2 vadg en rakkef@ge blandt de r objekter r!

3 vadg en rakkef@ge blandt de n-r objekter (n-r)!.

Samlet vdg n!

Dvs multiplikationgprincippet giver
K(n,r)>rb(n- r)!=n!

Og sningen fdger ved isdlering af K(n,r)

Satning 24
1) K0 =1
2) K(nD=n
3) K(n,r) =K(n,n-r)
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Bevis

n! n!
1) K(n,O):m:H:].
_ . n _m(n-1Y!
2 Knd= In- 1! 14n- 1!
n! n!
3 Kn.r) = rix(n-r)! - (n-r)by! =Knn-r)

Eksempel

| kortspillet Poker skal man udvadge 5 kort blandt 52 mulige.
Hvor mange mader kan dette gares pa?

Ifd ge satning 23 kan dette geres pai dlt
52! 521 80658x10°%

= = = 2598960
Bx52- 5)! 547! 120x2586x.0%°

K(52,5) =

En af de sdkaldte pokerhaender er fuldt hus, som bestér af 3 kort med samme
vaadi og 2 kort med en anden vaadi. F.eks. er handen

spar 2, klar 2, ruder 2, hjerner 10, klar 10
et fuldt hus.

Hvor mange haander med fuldt hus findes der?
For at besvare dette skal man lave nogle valg. Disse kan f.eks. vage

1 vedg 2 talvaadier ud & de 13 mulige
2 vadg 3 farver ud af de 4 muligetil de tre farste kort
3. vadg 2 farver ud af 4 muligetil deto sdste kort

| dt far man if@ge multiplikationsprincippet, a der er
13 4 4
X X
2011 31 2h2!
Sandsynligheden for at fuldt hus, n&r man spiller poker, er derfor

1872
2598960

K (13,2) XK (4,3 XK (4,2) = =1872

=0,00072 = 0,072%
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4.1

4.2

b)

4.3

4.4

Opgaver

Den genetiske kode bestér af blokke af 3 nukleotider. Hvert nukleotid kan veae af
fireforskdligedags A, C, T, G.
Hvor mange 'bogstaver' er der i den genetiske kode?

Rikke har vagret pa udsalg og har kebt 50 cykel pumper, hvoraf 10 desveare er
defekte. Hun forager nu Berit 10 tilfaddigt udvagte cyke pumper.

Hvad er sandsynligheden for, at Berit far dle 10 defekte cykel pumper?

Hvad er sandsynligheden for, at Berit ikke far nogen defekt cyke pumpe?

Berit har ogs vaaet pa udsalg og har kbt 100 opvaskebarster. Desvaare er 5 af
opvaskebarsterne i stykker. Som tak for cykelpumperne forager hun Rikke 2
opvaskebarster.

Hvad er sandsynligheden for, at begge Rikkes opvaskebarster er i stykker?

Bestem antdlet af falgende pokerhaander:

Royd Strraight Hush (Es, konge, dame, knaagt, ti i samme farve)

Royd Flush (Es, konge, dame, knaagt, ti i vilkarlige farver)
(husk at fratraskke antdlet af Royd Straight Flushs)

Freaf endags

Treaf en dags (husk at fratrakke antallet af fuldt hus)

To par

Et par

Hush (5 kort i sasmme farve)

Straight (fem kort i raskkefdge, vilkarlige farver)

Straight flush (5 kort i rakkef@dgei den samme farve)
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9.5 Binomialfordeling

Man bruger en binomiafordeling, ndr man foretager et eksperiment med prascist to udfald,
0g gentager eksperimentet et vist antal gange. Det kan f.eks. vagre at 44 10 gange med en
terning og i hvert dag at notere sig om det var en etter eler g. Det kan ogsa vaae
stikpreveundersegel se, hvor man sparger 100 personer, om de holder Jyllandsposten - ja
eler ngj. Lad os se pa et eksempel.

Eksempel
Hans har kastet mange gange med en terning og fundet ud &f, at en % af kastene

viser “1” , og dermed sSma % af kastene vise “ikke 1’ ere’. Hans funderer nu over,
hvor mange “1’ere’ han sandsynligvis f&r, hvis han kaster terningen 2 gange.

Det ma give en tabel som fagende

Udfad Kast 1 Kast 2
Udfald 1 Ikke 1 Ikke 1
Udfald 2 1 Ikke 1
Udfald 3 Ikke 1 1
Udfald 4 1 1

Da kastene er uafhaagige, sa ganger man blot sandsynligheden for udfaldet i Kast 1
med sandsynligheden for udfaldet | Kast 2.
0 2
-(5) 43
6 6

P(Udfald 1) = P(lkke 1) xP(lkke 1) =
(643

(43)
2 0
(5)43)
Hvis man er ligeglad med raskkefagen, dvs. hvorndr man fér “ 1 ere?’, SAf& men
PO "Tere')= (%)2{%)0
v ree=({48) (A A8 )
PR "lere)= (%)O{%)Z

Ansporet af vores eksempler, salad os se pa en mere generdl situdion.

P(Udfald 2) = P(1) xP(Ikke 1)

P(Udfald 3) = P(Ikke1) xP(1)

55
— X
6 6
15
— X—
6 6
51
— X
66
1.1
P(Udfald 4) = P(1) xP(1) S
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Definition 25

Et binomialeksperiment er et eksperiment bestdende af n ensog &f
hinanden uafhaangige del eksperimenter. Hvert del eksperiment ska
have netop to udfad, 'succes og 'fiasko', og 'succes skd indtraede

med sandsynligheden p.

Tdlet n kaldes ofte antal sparametren, og p kaldes
sandsynlighedsparametren.

Typiske binomiadeksperimenter er gentagelser at et Smpelt forsag med to udfad.

Definition 26

En binomialfordelt stokastisk variabel X er en stokastisk variabd,
som tadler antallet af succeser i et binomia eksperiment.

Vi 9ger, a 'X er binomidfordelt med anta sparametren n og

sandsynlighedsparametren p', og skriver
X »b(n, p)

Satning 27 (FS)
Lad X vage en binomidfordet stokadtisk variabel, X » b(n, p).

S& gadder P(x=r)=K(n,r)xp" {1- p)" "
foor=0,12,...,n

Bevis
At X =1 betyder at der i de n deleksperimenter skal vaae placeret r succeser og
dermed n- r fiaskoer. Det kan f.eks. vage et udfad af typen
U=(sf,f,f,sssf,s...5T)
I successer

Sandsynligheden for dette ene udfald fas via multiplikati onsprincippet

PU)=P(9)>P(f)>P(f)>P(f)> ..... >P(f)
=p>(1- p)>@1- p)>(1- p)> ... >(1-p
=p' (1- P’
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Dette er dtsa sandsynligheden for é udfald med r succeser; men dem kan der jo
vage mange af! (I eksempel 7?? var der f.eks. 2 udfald med 1 succes). Sa pa hvor
mange forskellige mader kan de r succeser vagre placeret blandt de n gentagel s=.
Dette | eses ved binomiakoefficienter Samlet far vi da, at der er K(n,r) udfad

med r succeser og hver med sandsynligheden p' (1- p)™".
Dermed fér vi
P(X =r)=K(n,r)xp' X1- p™'
&

Bemaak at sandsynlighedsfunktionen ofte skrivessom P(X =r) =b(n,p;r).

Hvis man ska undersage om et problem kan beskrives ved en binomialfordelt stokastisk
variabel, sdskd man undersageto ting

1) Har man et eksperiment med praist to udfald - med sandsynligheden p for
succes?
2) Gentages eksperimentet et vist antal gange- n ?
| bekradftende fald, sa fastlaggger vi
X er den stokastiske variabel, som angiver antallet af succeser
Ogvi kandasgeat
X er binomidforddt med parametren,p : X » (n, p)

Eksempel
Lad os vendettilbage til kast med en terning, hvor man ensker a da“1'ere’. Hvis
man er ligeglad med raskkefagen af sine“1 ere’, sdkan man i stedet for ngjes med
a tadleantdlet af “1 ere’. Det gareslettest ved indferelsen af en stokastisk variabel
X

X: tadler antd “1'ere’ ud & n kast.

Sandsynlighederne i eksemplet tidligere, hvor n = 2 (der er jo 2 kast), bliver da

P(X =0)=P(0 "Tere")=K(2,0) {%)ox(%)z = 0,694
P(X =1)=P(1 "Tere')=K(2,) x(%)l{%)l: 0278
P(X =2)=P(2 "Tee")=K(22) x(%)z (%)o =0,028

Det svarer jo meget fint i overensstemmelse med det vi fik ved smpelthen at
opskrive samtlige mulige udfald. Men hvis vi nu havde 30 kagt, dvs. n = 30, Sville

42



en sadan fremgangsmetode jo blive helt uoverskudligt, og sa er det godit at have sin
binomidformd.

P(x=0)=P(0 "Tere’)=K@00){1) {2)"
P(X =18) = P(18 "Tere") = K(3018) {%)18(%)12

P(X =30 =P(30 "Lere') =K(30,30) (%)30 y(%)O

Eller hvis n = 1000

1 300 5 700
P(X =300) = P(300 "lere') = K(1000,300) {g) ’(g)

Bemaak at summen af eksponenterne hele tiden giver antallet af kast. Det skulle det
jo 0gsa gerne, da eksponenten angiver antad kast, som har en given sandsynlighed.

Eksempel
25 tilfeddige personer sparges, om de har vaaet | bad i dag. Man ved, at i
gennemsnit g& 70% af dle personer i bad hver dag.

Lad os undersage om Situationen kan beskrives ved en binomiafordeling

1) Vi har et eksperiment med to udfald, der bestdr i at undersage, om en
person har vagret i bad i dag. Sandsynligheden for succeser p =0,7.

2) Eksperimentet gentages n = 25 gange.

Vi fastlaggger en stokastisk variabel
X Tadler antal personer, der har vaaet | bad i dag
Vi har nu, X er binomiaforddt med parametre n =25 0g p=0,7

Vi e nuklar til a regnelas

Lad osfinde sandsynligheden for & prazist 15 svarer ja

P(X =15) = K(2515) x0,7°>0,3\° = 3268760 >0,7:°x0,3'° = 0,091614
Sader er atsa 9,164% chance for at praist 15 har veaet i bad i dag.

Man kan |ettere overskue sin sandsynlighedsfordeling, hvis man tegner den. Her er den
f.eks. tegnet for n=25 og p=0,7, dog er sandsynligheder under 0,005 ikke med.
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f{x)

0,15

0,10

0,03

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Faktisk er man i gand til a vurdere, hvilken x-vaardi der har den sterste sandsynlighed for at
indtreeffe ved at beregne n> p =25>0,7 =17 5. Det er nemlig et af deto heletd, der er

tadtest pA N> p . Dvs her er det 17 eler 18, og det passer jo meget godt med ovenstédende
sandsynlighedsfordding.

Udregner vi faktisk
P(X =17) = K(2517)x0,7*" »0,3% = 0,165
P(X =18) = K(2518) 0,7 x0,3" =0171
ser vi, a det mest sandsynlige antal 'badere er 18.

Ofte bliver man bedt om at beregnef.eks. P(X £ 5), som umiddebart er et nok da
P(XES=P(X=0+P(X=D+P(X=2+P(X=3)+P(X=4)+P(X =5)

Men det tager lang tid at gare det i praksis, hvis man ska beregne pa samme méde somi

foregdende eksempdl . For at |ette arbgjdet med at udregnes sidanne kumulerede

binomia sandsynligheder, sd er de tabellagt i Sigmatabellen fraside 2 til side 25, hvor én

sgjle svarer til én fordeling, sd selv om tabellen er stor, s3 er det kun et spergsmd om at

finde den rigtige sgjle, og det vil vi sepai et eksempd.

Vi husker pd, at de kumulerede frekvenser for en stokastisk variabel, svarer til
fordelingsfunktionen for den stokastiske variabel, s3 binomialfordelingstabellerne er faktisk
tabeller over forddingsfunktionerne. Vi kunne derfor i stedet for P(X £5) skrive F(5).

Bemaak at

P(X £5) = P(X £4) + P(X =5)
P(X=5=P(X £5)- P(X £4)

Eller mere generdlt
P(X=r)=P(XEr)- P(XEr-1
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Satabellen kan ogsa brugestil at beregne en enkelt binomiasandsynlighed
Ska vi beregne sandsynligheden for et interval, safér vi
PREXEL)=P(X=2)+P(X=3+P(X=4)=

P(X =0)+P(X =1+ P(X =2) +P(X =3 + P(X =4)- (P(X =0) +P(X =1) =
P(X £4)- P(X £1)

Eller mere generdt
P@E XEb)=P(X£b)- P(X£a-1]
Desuden gedder

P(X£5+P(X26)=1s
P(X 3 6)=1- P(X £5)

Eller mere generdlt

P(X3r)=1- P(X £1- 1)

Eksempel
Vi regner videre pa bade-eksemplet, hvor X var binomiafordelt med parametre
n=250g p=0,7, ogfinder ved tabelopdag forskellige sandsynligheder.

Tabdlen vi ska bruge st&r i Sgma paside 12 og 13.

1) Ved Tabelopdag (n = 25) ses J 07
P(X £14) = 0,098 = 9,8%
14 | 0,098
2) Ved Tabelopdag (= 25) ses | 07
P(X £15) = 0,189 =18,9%
15 | 0189

3) P(X =15 =P(X £15)- P(X £14) =189%- 9,8% =9,1%
hvilket passer meget godt med udregningen .

4)  P(X?16)=1- P(X £15)=1- 0189=0811=811%
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5) Ved tabelopdag (= 25) ses
P(17£ X £20) = P(X £ 20)- P(X £ 16)

=0,910- 0,323=0587 =58,7%

0,7

16 = |

20

|
o,?zs

0,910

(Det skal naarnes, a 4) kan lases en anelse mere direkte ved gaind i tabellen
nederst frahgjre af; men som man sai 4) er det ikke nedvendigt.

Ved Tabelopdag (n = 25) ses

P(X ® 16) =0,811=811%

16

Til Sdst skd Vi kigge lidt pa middevaardien og variansen af den binomiafordelt stokastisk
fordeling. Nedenstdende saning anfares uden bevis:

Satning 28 (FS)

1)
2)
3)

Lad X vaae en binominaforddt stokastisk variabel med
parametrene n,p . Sa gedder

E(X)=n>p
var(X) =n>p>(1- p)

s (X) =nxpXL- p)

Eksempel

Lad X vage binominafordelt med parametren=120 ogp = .
Sder middelvaadien E(X) =nxp =120 =20
og varianten var(X) =nxpx(1- p) =120 {1- 1) =16,67

og spredningen s ( X) = 4/var(X) = /16,67 »4,082.

Eksempel
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Lad X vaae binominafordelt med parametre n, p, med s ( X) =5 og
E(X) =30.
Lad osfindenog p.

5=5(X) = Jvar(X) =/nxpx1- p)

dler
25=n>p>(1- p)
Desuden har vi
30=E(X)=n>p
dler
p=2
n

Det indszter vi i den fargte ligning
25:n><%>(1- %) =30- %
-5=- iﬁlo
n =180

Dette indsadter vi i udtrykket for E(X)
30=180>p

og far
p=3
Alts3, X » b(180, 1)
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5.1

52

b)

5.3

54

b)

Opgaver

Thomas spiller computerspillet Doom. Han er ved at blive daet ihjel af en deamon,
og skyder derfor pa den. Han har kun 8 skud tilbage, og dahan er darlig til a
skyde, sa er sandsynligheden for, a han rammer daamonen kun 0,25 for hvert skud.
Daamonen ska rammes af mindst 2 skud, fer den der.

Bestem sandsynligheden for, a Thomas overlever madet med dsamonen.

| 2z ryger 25% af deverne. Til gruppearbeidei historie udtages en gruppe pa 3
tilfaddige dever fra2z. Bestem sandsynligheden for, at
dlei gruppen ryger

mindst eni gruppen ryger
Bestem det forventede antal af rygerei gruppen.

Af den danske befolkning har 64% bla gine
Bestern sandsynligheden for, a der i entilfaddig formsamling af 20 danskere e
netop 9, der har blagine.

Pladderballe Bodega laver sodavandsrafling. Man S& med tre terninger, og dt efter
antallet af seksere sker der fadgende

0) 0 seksere - man skd betde fuld pris

1) 1 sekser - man far 2 kroners rabat

2) 2 seksere - man f& 5 kroners rabat

3 3 seksere - man f& sodavanden gratis (15 kr. rabat)

Bestem sandsynlighederne for at fa 0, 1, 2 eler 3 seksere.

Bestem den forventede rabat.

Bodegaen indkaber sodavand til 10 kr. stykket. Hvad er den gennemsnitlige
fortjeneste pa hver sodavand?
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9.6 Normalfordeling

Til & starte pa havde vi et eksempel med nittehoveder, hvor vi havde en stor maangde data,
som vi systematiserede ved a dele dataene op | grupper, som hver isse havde en vis
hyppighed. Vi fandt frekvenserne og ved a tegne disse, sa fremkom et klokkeformet
histogram, hvor vi kunne aflsese medianen til stort set a vage midddtalet.

Denne situation er norma for store masngder af data, at de grupperer Sig jeevnt faldende pa
begge sder af middelvaadien. Vi vil derfor preve matematisk at lave en fordeling, som
beskriver en sddan situation. Denne fordeling kalder vi selvfadgelig for en normafordding.

Man kan finde mange forddinger, som er mere dler mindre klokkeformede, men fadles for
dem dle er kravet om, at forddingen skal vaae kontinuert. Et krav, som klart fremkommer
af den blade kurve, som klokkeformen viser. Det betyder, at den stokastiske variabel kan
antage uendeligt mange x-vaadier, hvilket igen betyder, at der ma vagre uenddligt mange
udfald.. Desvaare dur vores gamle definition pa et stokastisk eksperiment ikke mere, for i
den definition var der kun et enddligt antd udfad. Vi er derfor nedt til at lave en nu
definition.

Definition 29

Et kontinuert stokastisk eksperiment har uenddigt mange udfad
opfyldende
1) P(u) =0 for dleudfddu

2) P(A) T [0,1] hvor A er en meangde af udfald
Hvis P(A) >0 kaldes A en handelse.
3) P(A) =1, hvor A e maangden & dle udfad

Definition 30

En kontinuert stokastisk variabel X knytter et redt td til dle
udfald for et kontinuert stokastisk eksperiment.
X skd opfylde betingdsen P(X =a) =0 fordletd a

Bemaak, a vi som fdge & definitionen far

P(@f£ XEb)=Pla< X£b)=Paf X<b)=P(a< X<b)
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Nedenstéende definition giver enfrekvensfunktion, som er klokkeformet, og som har den
egenskab, a 'summen &f dle frekvensar giver 1'. Det er en kontinuert funktion, sai 3g vil vi
sge, a integrdet af f giver 1, hvilket skrives pafadgende made

o, fdt=1

Det kan intuitivt opfattes som, at aredlet mellem frekvensfunktionens graf og farstesksen
giver 1. Det gjorde det jo ogs3, davi tegnede frekvensfunktionen af nittehoved-eksemplet i
den deskriptive Satistik., hvilket man hurtigt kan tjekke efter.

Definition 31

En kontinuert stokastisk variabe X kaldes standar d-normalfordelt,
hvis den har frekvensfunktionen

j () =Ae

Denne normafordeling er ssaligt fin, fordi den har en smpd middevaadi og varians.

Saetning 32
Lad X vaae standard normalfordelt, s gedder
1)  E(X)=0
2) s(X)=1

Bevis
Uden neamere forklaringer er beviset for f.eks. 1 som fager
_¥\ 1 '%de __1 € '51qu¥ —
E(X)= mepxe X_J%é' e i,

e > 9—0

1y e
In@“——ez' hmg

‘ -

Beviset kraaver kendskab til kontinuitet, gramsevaardi 0g integraregning.
U

Udfra standard-normafordelingen kan man nu definere adle mulige andre normafordeinger:
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Definition 33

En stokastisk variabel X som kan skrives
X =aY+b
hvor Y er en standard normalforddt og a > 0 kaldesen

normalfordelt stokastisk variabd. Man skriver
X »n(b,a)

Saaning 34
Lad X vaae normdforddt: X » n(b,a) . Sa gedder
1) E(X)=b
2)s(X)=a

Bevis
1)E(X)=E(aY+b)=aE(Y)+b=a>0+b=Db
2)s(X)=s(ay+b)=as(Y)=a>l=a

0

Bemaak at heref falger, at hvis X er normafordelt med middelvaardi mog spredning s, sa
kan X skrives X =sY +1r, hvor Y er sandard normafordet. Alternativt, sder

X »n(m,s).
Omvendt har vi, at

_t-m
Y= s

Dvs. vi kan lave en omregning fra sandsynligheder i X til sandsynligheder i Y, sa et godit
kendskab til sandard normafordelingen vil give et godt kendskab til ale andre
normafordeinger.

Som ved binomidfordeingen, s er fordelingsfunktionen mere anvendelig. Vi husker, a
forddingsfunktionen er den kumulerede tagthed, dvs. summen af dle tagheder op til et
bestemt td:

F(t)=sumaf f(s) for s£t
Dette kan man 0gsa skrive som

F()=a f(9.

sEt

| binomidtilfaddet ville man skrive
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j j
F(j))=a P(x=m)=ab(n,p;m

m=0 m=0

| normaforddingen er summeringen lidt mere besvaalig, fordi normafordelingen er
kontinuert. | tilfaddet med binomidfordelingen har vi kun et bestemt anta x-vaadier, som
man kan bruge, og derfor sd summerer vi blot deres sandsynligheder sammen. Maden man
summerer pd, n&r fordelingen er kontinuert er mere besvaalig, og kraaver egentlig kendskab
til integralregning, hvor man bl.a. i stedet for sumtegnet & bruger integrategnet § dvs. uden
yderlige forklaringer har vi
j i 2
. — £\ - \ l T
F(J)) 9 (t)dt 9\/2——p>e dt

Dadet er en tung made at skrive fordelingsfunktionen, og vi ikke legrer integraregning fer i
3.9, sadaber vi forddingsfunktionen “storej “ og skriver

P(X £1) =F (™)
Bemagk, at F faktisk er en gamfunktiontil | , dvs. F (X) =] (X).
En tabel over sandardnormalfordeingen findes i Sigmatabellen side 28 og 29.

Vi bruger tabdlen og regner pa samme méde som ved binominaforddingen.

Eksempel
Lad X vage standard normaforddt, X » n(0,1).

Safar vi ved tabelopdag.
P(X £05) =F (05) =0,691
P(X305=1- P(X£05) =
1- F(05 =1- 0691=0311

P& samme méde udregnes fagende
P(X £ 0,329) = F (0,329) = 0,999
P(X £-173) = F(-173) = 0,042
P(X £ -3,39) =F(-3,39) =0,000

Genardt kan vi skrive for en sandard normaforddt variabd.
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Saning 35
Lad X vaare standard normafordelt sa gadder

P(X £a)=F(a)
P(X3 a)=1- F(a)

P(@E X £b) =F(b) - F(a)

Generdt far man for en normafordelt stokastisk variabe via omskrivningen paforrige side.

Saetning 36

Lad X vaze en normaforddt stokastisk variabe med midddvaadi m
ogsprednings : X » n(Ir,s)

P(X £ a) :F(%

P(X 3 a) =1- F(%

P(agxm):F(b‘S”B- F(a’sm)

Sadningen betyder, a man er i sand til a regne pa en vilkarlig normafordeling, nar blot man
har en standardnormalfordelingstabd, og det har vi jo 1 Sgmatabe len.

Eksempel
Lad X vaae normafordelt med middelveadi 20 og spredning 5.
Ved opdag i sandardnormafordelingstabellen fas

P(X £10) =F (1&2) = F (-02) = 0,421

Patilsvarende made udregnes
P(5£ X £25) = P(X £ 25)- P(X £5) = F (&2)- F (52)
=F (+1)- F(-3) =0841- 0,001 =0840
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Eksempel
Det er ogsa muligt a g& den modsatte ve. Hvis man ved, a sandsynligheden for a
X er mindreend a f.eks. er 0,25 - dtsa man & med
P(X £a)=025

0g gerne Vil beregne a.
Vi finder sAveardien af a ved a gaind i tabellen og finde de sandsynligheder, som
ligger omkring 0,25.

P(X £-0,67) = 0,251 P(X £-0,68) = 0,248
Vi tager den sandsynlighed, der en giver en sandsynlighed tadtest pa 0,25, dvs. her
-0,67
Det er ogsa muligt a bruge en tabel over den inverse normdfordeling, som st&r i
sgmatabellen side 28 nederst. Af den tabel ser man direkte

P(X£a)=025pb a=-0,67

Hvis man ska undersage om en rakke obsarvationer er normalfordelte, sa er man naxct til a
tegne frekvensfunktionen. Typisk vil dle observationer vagre forskellige og i safad vil man fa

f(x)

I I Y T Y |
X

Som regd vil det vise Sg at observationer er grupperet omkring en midte, hvis man har
mange observetioner; men det er svaat a afgare, om det er en normalfordeing. Det bliver
lettere at se, hvis man grupperer Sne observationer i intervaler og laver et histogram.

f(l)

o

X

Man ser et klokkeformet histogram, hvis observationerne er normalfordelte. Men det neeste
spergsmd ma sa vage, hvornar er et histogram klokkeformet? Det kan veae sveat at
vurdere, sa derfor tegner man fordelingsfunktionen (dvs. sumkurven)



F(X)
Hvis sumkurven er s-formet, sder

observationer normafordelte, men

det er nu ogsa ret svaat at vurdere,
hvornér det er tilfaddet. Faktisk er

den eneste kurveform, der er let at
vurdereenret linie

Vi konstruerer derfor et papir,
normalfordelingspapiret, som intuitivt
X skal forstés sidan, at man tragkker
forneden og foroven i et dminddigt
(men eadtisk) koordinatsystem, sadan at man ikke andrer pa midten af koordinatsystemet,
mens inddelingerne pa y-aksen bliver starre og sarre jo laangere vak man kommer fra
midten til begge Sder.

Dette er ganske som ved det enkeltlogaritmiske papir. Her aandrede vi y-aksen, sdledes at
kun eksponentidlle udviklingers graf blev rette linier. Tilsvarende gadder for
normalfordeingspapiret:

Saning 37

Netop kun normafordelte observationers fordelingsfunktion giver en
ret linie pa et normafordelings papir.

Et normalfordelingspapir kaldes ogsa for sandsynlighedspapir. Man ska bemaake, a y-
aksen er indddlt pa forhand, s man kan ikke andre pa y-aksen overhovedet. y-vaadierne
der skal indsadtes ska vagre de kumulerede frekvenser i procent, hvilket ogsaillustreres of
%-tegnet averst pay-aksen. x-aksen derimod kan man inddele, som men vil. Bemaak, a
man ikke har 0% eller 100% med pa y-aksen. Det skyldes, at inddelingerne bliver starre og
sterre jo mere man naamer sig de to tal, sa uanset hvor stor man lavede y-aksen, Aville
man addrig kunne fa disse to tal med.

Et normalfordelingspapir ser sdledes ud:
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Eksempel

Lad os se pa et eksempe pa brugen af normafordelingspapir

Pladderballe Affadsposefabrik fabrik laver affadsposer, der kan rumme 30 liter.
Man laver en forbrugerundersagel se for a se, om poserne nu faktisk indeholder
praecis 30 liter. De kumulerede hyppigheder giver fagende resultater

Interva

=<26

126;27]

127:28]

128;29]

129:30]

130:31]

131:32]

>32

F(0)

0,001

0,01

0,07

0,25

0,57

0,90

0,975

1,00

Rent sandsynlighedsteoretisk har vi en stokagtisk variabe X, som angiver rumfanget
af entilfeddigt udvagt pose.

1) Vi vil vise a observationerne er normaforddte

Vi indtegner de kumulerede frekvenser pa et normalfordelingspapir, og
indtegner bedste rette linie - se naeste side.

ldet punkterne tilneamelsesvist ligger paen ret linie, kan vi konkludere, at
den stokastiske variabd, som angivet rumfanget af en affadspose, er
tilnerme sesvist normaforddt.

Bemagk, at punktet for f.eks. den anden observation har koordinaterne ( 27
, 0,01) - man ska dtid bruge den x-vaadi, som ligger Sdst i intervallet.

2) Find kvartilsaeitet

Vi afleeser udfor 25%, 50% og 75% liniens x-vaadier og f&r
kvartilsad = (28,85, 29,65, 30,45)

3) Find midddltallet og soredningen

Midddtdlet findes ved at aflaese x-vagrdien svarendetil y-vaadien markeret
med F () (denney-vaadi eri avrigt dtid 50%).
Vifad nm=29,65

Spredningen findes ved at afleese forskdleni x-vagdierne svarendetil y-

vaadierne markeret med F(n+s) og F(n).
Vifd s =(m+s)- n=30,65- 29,65=1,00
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4) Find sandsynligheden for a en pose indeholder under 29 liter

Vi s dtsifinde P(X £ 29)
Det fasaf forddingsfunktionen som F(29), hvilket aflseses pa norma papiret
til
P(X £29) = F(29) = 0,29 =29%
5) Find sandsynligheden for at en pose indeholder mellem 29 og 31 liter.

P(29£ X £31) = P(X £31) - P(X £29)= F(31)- F(29)
=0,87- 0,29=058

6) Find sandsynligheden for en pose indeholder over 31,5 liter

P(X £315) =1- P(X £315)=1- F(315)
=1- 0,94=0,06

Normafordeingen er kendetegnet ved sin klokkeformede sandsynlighedsfordeling. Hvis
man | stedet tegner sandsynlighedsfordelingen for binomiafordelingen for store vaadier af n,
savil man ogsa se en klokkeformet fordeling. Dette antyder, at man for store n kan
gpproximere binomiafordeingen med en normafordding.

For at have en betingelse for a bedgmme om en sadan gpproksimation er god, sa
fastlaggger vi

Saetning 39
Lad X vaae binomiafordelt med parametrenenog p :
X »b(n,p). Hvis

n>p>5 og n(1- p)>5
sder X goproximativt normafordelt, dvs.

P(X £a) = F(2F05 1)

b+05-

P@E X £b) = F (= 2") - F(™ 05 I

S

)
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Eksempel

6.1

b)
c)

| kepitlet om binomidfordelingen havde vi e eksempd, hvor man udspurgte 25
mennesker, om de havde vaaet i bad. Den her betragtede stokastiske variabel
havdeforddingen X » b(25, 0,70) .

Kan vi normafordelingsapproximere denne?
Ja, for

n>p=250,7=17,5>5
og

n>(1- p) =25>03=75>5.

Vi kan nu bestemme sandsynligheden for, a hgist 14 mennesker har vaaet i bad i
dag:

- 0
&44+05- 250,70 _ (- 1,31) =0,095

g /250,703 o

P(X £14) =F

Opgaver
| Pladderballe har man i perioden 1896-1965 hvert & mdt den samlede
regnmaagde. Mdt i tommer gave det fdgende resuiltat:

regnmaangde antd &
16-18 1
18-20 4
20-22 6
22-24 8
24-26 17
26-28 7
28-30 11
30-32 9
32-34 3
34-36 2
36-38 1
38-40 1

Gar redefor, at observationerne med tilnsamelse er normalfordelte.
Bestem midddlvardi og varians.

Padderballe Landboforening vil gernetil at dyrke yams. Desvaare kraaver yams en
arlig nedbar pa mindst 26 tommer regn for a kunne give et godt udbytte.
Landboforeningen vil dyrke yams, hvis man kan fa et godt udbytte mindst hvert
andet &. Kan dette lade sig gare?
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6.2

b)

6.3

Pladderbale Mgeri har en maskine, som fylder madk pa literkartoner. For et stort
antd kartoner med madk kan man regne med, at madkemaangden i kartonerne er
normafordet. Middelvaardien er 1,005L, og 85% af kartonerne indeholder mindre
end 1,012L.

Indtegn p& normafordelingspapir den rette linie, som de kumulerede frekvenser ska
fdge

Aflass vha papiret soredningen for madkemaangden.

Hvor mange procent af kartonerne indeholder mindst 1,000L madk?

Padderballe Pladefabrik fremstiller plader. | forbindelse med produktionen
kontrolleres pladetykkelsen. Mdinger har vist, & 1,2% af pladerne har en tykkelse
paunder 14,0 mm, og a 95,4 % har eb tykkelse under 16,0 mm.

Det antages, at pladetykkelsen er normalfordelt.

Bestem midddvaadi og spredning for denne normalfordding.
Hvor mange procent af pladerne har en tykkelse pa over 16,5 mm?
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Facitliste

1.1 a
X 0 1 2 3 4 5 6
f 0 0,01 0,035 0,07 0,13 0,14 0,16
F 0 0,01 0,045 0,115 0,245 0,385 0,545
X 7 8 9 10 11 12
f 0,18 0,125 0,06 0,06 0,025 0,005
F 0,725 0,85 0,91 0,97 0,995 1,000
d) (5,6,8) €) 6,205
12 a kontinuert
b) (148 , 27,4 , 41,3) C) 34 %
21 3/10
22 5/12
23 a 3,8% b) 39,5%
24 Q) 44% b) 68,2%
25 0 Ja
26 a Ja
b)
u={11),12,13 .14 .15, (16,
(21).(2,2),(23,(24),(2,9),(2,6),
(31 .(32,(33,(34),(39,(396),
(41).(42),(43,(44),(49),(49),
(59,052),(53),(54),(59,(56),
(6.1),(6,2),(6,3) ,(64),(65),(66)}
Alle udfald har sandsynligheden 1/36
C) 1/4
d)
t 2 3 4 5 6 7
P(X =t) 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36
t 8 9 10 11 12
P(X =t) 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36
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2.7

2.8

2.9

31

3.2

4.1

4.2

4.3

4.4

5.1

t -5 -4 -3 -2 -1 0
P(v=t) | 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36
t 1 2 3 4 5
P(v=t) | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36
a 18% b)  444%
39,1%
a 03 b) 045 c) 03
d 025 e 075 fy 075
g 0,222 hy 0,357 i) 0
1 k65 ) 2,550
)
t -2 1 3
P(X =t) 8/27 4/9 7127
b)
t -1 0 2 6
P(Y =t) 1/3 1/27 7/27 10/27
c)
t -12 -4 -1 0 2 6 18
pxv=y | 19 | 127 | 29 | w127 | 29 219 | 427
d  17/27 83/27 146/27
e)  1628/729 3830/729  32414/729
64
a 97310 b)  0,0825
0,00202
a 4 b) 1020 ) 624 d 54912
e) 5148 f)y 17160 g 5148 hy 10240
i) 40
63,3 %

63




5.2

5.3

54

6.1

6.2

6.3

a)

3,98%

a)
b)

b)
b)

a)

1,57%

57,9% , 34,7% ,

1,11 kr
26,6 45
0,007 L

15,70

b)

1,08

57,8% c)

6,9% , 0,46%

c)
c)
c)

8,89 kr
Ja
25%

b 0,3%
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0,75 (eventuelt 1)



