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8.0 Introduktion

| dette kapitel skal du lsae mere om funktioner - ferst og fremmest de
trigonometriske funktioner - og om, hvorledes man kan anvende differentialregning
til at undersgge funktioner.

Det viser sig, at de trigonometriske funktioner, sinus, cosinus og tanegns, kan
bruges til meget mere end bare trekantsberegning. Faktisk viser de sig a vaae
eminente til at beskrive svingninger. For at kunne beskrive sddanne svingninger, og
for at kunne differentiere disse funktioner, er det ngdvendigt at indfere de sdkaldte
radiantal, som er et mere naturligt vinkelmd end de gammelkendte grader.

Du skal ogsa laae om, hvorledes fortegnet for differentialkvotienten af en funktion
fortadler noget om funktionens opfersel, nemlig de sdkaldte monotoniforhold.
Bl.a skal delage, at nar f (x) > 0, sder funktionen voksende.

Endelig omtales omvendte funktioner, som er en generel metode til at lgse
ligninger af typen f (x) =a, hvor aer et eller andet tal. Herunder kommer man ind
pa begreberne injektivitet, surjektivitet og bijektivitet, som fortedler noget om
antallet af lasninger til denne type ligning.



8.1 Trigonometriske funktioner

| denne sektion vil vi give en definition af sinv, cosvog tanv for dlevinkler v, herunder
negative vinkler og vinkler som er starre end 360°. Endvidere vil vi definere de skadte
radiantal.

Definition 1
Enhedscirklen er en cirkel med centrum i (0,0) og radius 1.

En vinkd giver anledning til et bestemt punkt pacirklen, vinklensretningspunkt B, . Dette

punkt er bestemt som skagringspunktet mellem enhedscirklen og den rette (hav-)linie
gennem (0,0), som danner vinklen v med farsteaksen.

.
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Man kan ogsa snakke om retningspunkter for negative vinkler - i safad er det linien med
negetiv haddning, og som danner vinklen v med x-aksen, man ska skage med
enhedscirklen.

y
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Ja, faktisk kan man tale om retningspunkter for et hvilket som helt vinkemd, uanset sarrelse
dler fortegn. En hel cirkel er jo pa 360°, sa hvis man f.eks. vil finde retningspunktet for
vinklen v = 800°, sd ser man

800° = 360°+360°+80°
Derfor ligger retningspunktet RByyp- to hele omgange om enhedscirklen og ekstra 80°.

Derfor ma der gadde, a
P8000 = P8OO .



Et andet, og maske mere naturligt vinkemd er det sdkadte radianmal. Foretil dig en bille,
som sté&r i (1,0) med hovedet pegende opad. Den bille vil gerne kravle hen til et givet
retningspunkt. Hvor lang en straskning skd billen tilbagel sagge?

Tjah - nu er enhedscirklens omkreds pa 2p, svarendetil 360° , sa hvis billen skd kravlev

grader, saskal den tilbagelaggge straskningen % V, dette gadder uanset v's Sarrelse eler

fortegn. Hvisv e negativ, sAska billen kravle baglams, og det regnes for en negativ langde.

Den strakning, billen skd kravle, kaldes radianmalet for vinklen v, og der er som sagt
fd gende sammenhaang:

Satning 2 (LS
Lad v vagre gradtallet og x radiantallet for en vinkdl. Sa
. 2p _360°
=——V og V=——XX
360° 2p
Eksempel
Envinke pa v = 60° svarer til et radiontal & x = —22»60°= P
360° 3
360°

Et radianta pa x = 0,5 svarer til envinkd pa v :2—><0,5=114,6°
P

Vi skd nu til a definere sinus, cosinus og tangens ved hjadp a enhedscirklen:

Definition 3 (FS)
Lad v vaae gradtallet for en vinkd. Sa defineres

a) cosv som x-koordinaten for retningspunktet B, ,
b) sinv som y-koordinaten for retningspunktet P, ,

sanv
C) tanv som tanv=——, forudsat cosv * 0.
Cosv

Hvis man ensker a finde sinustil radiantallet x, s tager man bare y-koordinaten til
retningspunktet P, - man kan atsa bade |lave trigonometri ved brug af gradta dler ved brug

af radiantal.
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| de neeste sektioner kd vi udforske disse funktioner. Som opvarmning viser vi her graferne
for 9n, cos og tan:

Grafen for Snus

vzr vépﬁr |
-1

Snus er faktisk meget velegnet til a beskrive bagefanomener. Af grafen kan man nok se

grunden. Bemagk, at X er et radiantdl.

¥
mil Inf? anfl Tafd

Grafen for cosnus:




Den minder en del om sinusgrafen. Faktisk er det blot en forskydning af sinusgrafen henad
x-aksenpaenhav p.

Grafen for tangens.
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Bemaak grafens mange lodrette asymptoter.

Opgaver

1.1  Overbevisdig om, a definitionen af S, cos og tan svarer til den definition, vi
tidligere gav med standardtrekanter.

1.2  Beuvis, a tangens-funktionens graf har den lodrette asymptote med ligningen y = % .
(Vink: Hvad er cog(%) ?)



8.2 Trigonometriske formler

Der gadder et utdl af trigonometriske formler, som vi ska bevisei denne og den naesste
sektion. Bevisarne i denne sektion er hovedsagdigt geometriske:

Den farste formd er den valkendte idiotformel.

Satning 4 (ldiotformlen) (FS)

sin® x+cos®x =1

Bevis
Retningspunktet P, = (cosx,sinX) ligger paenhedscirklen, som jo har ligningen
x* +y? =1,
Indsztes retningspunktets koordinater i denne ligning, safés
cos® x+sn®x =1

Fagende saeining tolkes som, at Sin og cos er periodiske funktioner.

Satning 5 (FS)
cos(x +2p) = cosx og sin(x+2p) =sinx

Bevis
Idet et omleb pa enhedscirklen svarer til 2p radianer, sd har vinklerne x og
X +2p ensretningspunkter. Derfor f&r vi
(cosx,sinx) = P, = Py,pp = (CO(X +2p),sin(x +2p))
6

Satning 6 (FS)

COS(- X) =CO0sX og sin(- x) =- sinx




Bevis

cos(p- X) =- COsSX og

Af figuren ses, at retningspunkterne B, og
P . har den samme x-koordinat, men
RN P modsat y-koordinat.
X-koordinaterne er
COoSX og cos(- X)
og dadisse er ens, sder
COSX = COg(- X) .
p y-koordinaterne er
X sinx og sin(- x)
og da disse har modsat fortegn, sa
-sinx =sin(- x)
0
Saetning 7 (FS)

sn(p- X) =sinx

Bevis

Pafiguren ses:
P, =(cosx,sinx)

Fo-x = (cos(p - x),sin(p- X))
Punkterne har modsat x-koordinat, men den
samme y-koordinat.

Resten af beviset forlgber som ved sadning 6.

0

Satn

ing8 (FS)

cos(5 - x) =sinx

og

sin(5 - x) = cosx




Bevis

Pafiguren ses
5 P, =(cosx,sinx)
3 Ved spalingeni den stiplede linie med
P ligningen y = X sendes den over i punktet
P/2-X Ry =(cos(} - x).sin(§- x)).
Men denne spejling bytter bare om pax- og
y-koordinaterne, hvilket beviser ssgningen.
0
For tangens gadder formlerne:
Saetning 9 (FS)
a) tan(- x) =- tanx
b) tan(x + p) = tan x
Bevis:
a) Her benyttes sadning 6:
tan(x- ) = sin(- x) _-Sinx _ tanx
cos(- X)  Cosx
b) Her benyttes bade sadning 6 og saaning 7:

oy SN (- X)) _
ten(x+p) = tan(p- (-30) ==
sn(-x) _ -sinx _ sSinx _
= = = tan x
- cog(- X) - COSX COSX
o
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22

2.3

Opgaver

Formlerne 6-9 kan ogsa formuleres for vinkler mdlt i gradital. Opskriv disse formler.

Der findes faktisk yderligere 3 trigonometriske funktioner, omend de gaddent
bruges:

1
cotangens. cot Xx=——

tanx
1
sekans, SECX = ——
COSX
1
cosekans: CCX=——
sinx
Bevisfdgende formler:
a) sc?x- tan?x=1
)  cxc?x-cot?x=1
C) cot(- X) =- cot x
d) sec(- X) = sec X
€) csc(- X) = - csex

Prev, om du kan formulere (og bevise) flere formler involverende disse tre
trigonometriske starrel ser.

Tegn graferne for funktionerne
f (X) = cot x
9(x) = sec(x)
h(x) = csc(x)
Har graferne nogle asymptoter?
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8.3 Additionsformlerne og
de logaritmiske formler

Nu skd vi bevise additionsformlerne, dobbetvinkdformlerne og de logaritmiske formler. Vi
dtarter med det eneste tekniske bevis:

Saetning 10
COS(X - y) =cosx>cosy +sinx>siny

Bevis:
P Pa figuren til hgjre er afmearket punkterne
X
0 =(0,0)
Py P, = (cosx,sinx)

R, = (cosy,sny)

Vi vil anvende cosinus-relationen patrekanten DOR, Py, og derfor har vi brug for
a kende nogle vinkler og sidelaagder:

DPXOPy = X- Y ifdgetegningen.
|OP,|=|OR,| = 1, idet detoliniestykker er radier i enhedscirklen.

|PXPy| = J(cosx - cosy)? +(sinx- sny)? pr. astandsformien.
Vi regner lidt videre:
|PXPy|2 = (cosx- cosy)? +(sinx - siny)? =
cos® x+cos” y- 2cosxcosy+sn? x +sin® y- 2sinxsiny =
2- 2(cosxcosy +sinxsiny)

Her brugte vi idiotformlento gange for at fa det farste 2-tdl.
Cosinus-relationen i trekant DOP, P, hedder:

11



P, Py|2 = [oR,’ +|OPy|2 - 40P, | {OR,|cos(BP,OP,)

3

2- 2(cosxcosy+sinxsiny) =12 +12 - 2xXx>cos( X - Y)
3

- 2(cosxcosy +sinxsiny) =-2cos(X - y)
3

COSXCOSY +Sinxsiny = cos( X - Y)

4]
|t er der 4 additionsformler:

Satning 11 (additionsformlerne)

a) COS(X - y) = COSXCOoSy+snxsiny
b) CoS(X +Y) = cosxcosy- Snxsiny
C) sSin(x- y) =sinxcosy- cosxsny
d) sSin(x+y) =snxcosy+cosxsiny

Bevis:
Formel @) er saaning 10, og de andre formler udledes heraf ved brug af
saning 509 7

b) cos(x +Yy) =cos(x- (-y)) =cosxcos(- y) +sinxsin(-y) =
COSXCOSY - sinxsiny

¢ sn(X-y)=cos(3- (Xx-Y))=cos(5- X+Yy)=
cos(5 +x) cosy - sin(§- x)siny =sinxcosy - cosxsiny

d) sn(x+y)=sn(x- (- y)) =sinxcos(- y) - cosxsin(- y) =
SINXCOSY - COSX>(- SiNy) =SiNXCOosy +cosxsiny
4]

Et specidtilfadde af additionsformlerne er dobbetvinkeformlerne. De fas ved at szte
X =y i additionsformlerne:

12



Saaning 12 (dobbeltvinkelformlerne)
a) sin(2x) = 25N XCos X
b)  cos(2x) =cos’ X - sin®x=2cos” x- 1=1- 2sin® x

Bevis:
a) Vi sater X =y i saning 11d og f&:
sin(2x) = sin( X+ X) =SiINXCOSX + COSXSiNX = 2SiINXCOS X
b) Vi ster X =y i sadning 11b og fa-:
cos(2X) = coS(X + X) = COSXCOSX - SINXSNX =Cos” X- sin® X

Ved a bruge idiotformlen kan man udlede de andre former af 12b.
0

De logaritmiske formler hedder sédan, fordi de laver et produkt om til en sum, ligesom
logaritmefunktionen. Oprinddig blev de brugt til komplicerede astronomiske beregninger
(fer man opfandt lommeregneren) af bla. Tycho Brahe. De logaritmiske formler gav ogsa
ingpiration til skotten John Napier, som opfandt logaritmerne.

Satning 13 (de logaritmiske formler)

. . . S+t s-t

a) sins+sint = 2sin——cos——
2 2
: : +t . s-

b) sins- sint :ZCOS—SZtsm—SZt

S+i S-t
C) COosSS+cost = ZcosT cosT

. S+t . s-
d) COSS- cost :23|nSTtsmSTt

Bevis:
Beviset for @ og b) heenger sammen:

S+t st
s x=370 o y=St
7 9 YT

Sder x+y=S og X-y=t
Anvendes dettei 11c og 11d, safés

13



sins=sin(X+ y) = SINXCOSY +cosxsiny
sint =sin(X- y) =sSiNXCcosy- cosxsiny

Dette betyder

sins+sint = (sinxcosy + cosxsiny) + (SN Xcosy- cosxsiny) =

. . S+t S-t
23|nxcosy=23m7cosT

Tilsvarendefor sins- sint.

c) og d) bevises pd samme made ved at benytte 11aog 11b.

0
Opgaver
3.1  Bevissning 13, punkterne c) og d).
3.2  Detvides a
sin3 °:£ og (:0330°:ﬁ
2 2
0g
sing5° = Q og cos45°= Q
2 2
Bestem vha. formlerne i dette og det foregdende kapitel eksakte veadier for:
a) sin60° b) cos60° C) cos75°
d) sin75° €) sinl% f) cosl5®

3.3  Udledtripelvinkel-formlerne:
sin3x =3sinx- 4sin’x
og
c0s3x =400s> X- 3cosX

34  Udled additionsformierne for tangens:

tan(x+y) = tan x+tany
1- tanxtany
og
tan(x- y) = tanx- tany |
l+tanxtany

14



8.4 Differentiation af sin, cos og tan

| denne sektion skd vi finde differentialkvotienterne & de tre trigonometriske funktioner. Vi
regner heletiden i radianer!

Under beviset kommer vi ud for a skulle bruge en gramsevaadi:

Saetning 14

[im

smh:1
h®o h

Bevis:
Vi lader h vage et radiantad mellem O og J;—.Vi kan da lave nedenstdende figur:

Punkterne har koordinaterne

R O = (0,0
P P = (cosh,sinh)
Q = (cosh,0)
R= (L tanh)
S=(10
5 o s (10

Det er vd egentligtkun R's
koordinater, der er lidt mystiske:

Trekant OPQ er en standardtrekant, og derfor er

|OQ =cosh og  |PQ=sinh.
Cirklen er en enhedscirkel sAderfor er

08=1
Trekanterne OPQ og ORS er ensvinklede og har derfor proportionae sider, hvilket
vi benytter ved 3. lighedstegn i ligningen nedenfor:

' P R
enn= 31 _[POL_IRS_IRS_
cosh |[OQ |09 1

N3, men &f figuren ses ulighederne

15



[PQ £|PS£|RS

R
sinh £ h £ tanh

R
snhehg 30N
cosh

R
1£_L£i
sinh cosh

R
13 smh3 cosh

N& nu h gar imod 0, savil sarrelsen sTnh blive presset inde mellem 1 og

c0s0 = 1. Gramsevaadien er derfor pisket til a veae 1.

Tilsvarende kan man nu argumentere, & h er negativ.
(Dette kaldes et sandwich-bevis).

Vi har nu maskineriet til a kunne differentiere Sin, cos og tan:

Sagning 15 (FS)

a) (9N x) (= cosx
b) (cosx)(=- snx

o  (tanx)¢=1+tan*x

Bevis:
a) Tretringraketten:

Trin 1
D(sin) =
sin(x+h) - sin(x) = ZCqu)gn(W) -

2cos(x +8)sinl
Trin 2

16



' 2cos( x+1 sinh smﬂ

l\)lj

Trin 3:

. _D(sin) _ .. sin sni
sinx)¢= lim——= = lim(cos(x + 1) x—2 = limcos(x +4) Xim—=2
( ) h® 0 h®0( S(x+2) h  heo S(x +3) h® 0 %

Nar h® 0, savil den farste faktor give cosx (idet cos er en kontinuert
funktion), og pr. saening 14 vil den anden faktor vil give 1. Alti dt fas

(sinx) (= cosx

b) Her kunne man igen bruge tretrinsraketten; men det er nu lettere at bruge
kaadereglen:

(cosx)¢= (sin(5 - x))¢=cos(5- X) (5 - x)¢=sinxX-1 =- sinx

) Her bruges kvotientreglen:

sinx sinx)cosx - sin x(cosx ¢
(enx)e=  (30%)e= 800 (cos¥)
cosx cos? X
COSXCOSX- SnX(- SnX) _
c0s? X
cos® Xx+sin®x _ cos® X . sin®x _
cos® X cos’ X CoS’ X
1+ tan? X

Vi e nui dand til a differentiere ale mulige funktioner:

Eksempler
(cos(2x +3))(=sin(2x+ 3)>(2x+ 3) (= 2sin(2x + 3)

AJsinx)¢= sin —ﬂ
( X) 249 nx( x)¢ Alsinx
1 1+tan® x
In(tan x))¢=—— (tanx) ¢=———
(Intan ) 6= —— (tanx) ¢==———
(2+sinx)¢: (2+sinX)®Bcosx- (2+3nX) >(3005x)¢:
3cosx 9cos® X

17



CosXx3cosX - (2+sinX)(-3sinX) _

9cos” X
3cos’ x +6sinx +3cos” X _
9cos’ X
1+2sinx
3cos’ X
Opgaver
4.1  Differentiér nedenstdende udtryk:
a  sinx- tanx b)  ~Jcosx o - eim2
tanx
d) e  cosxx/X f) tan(x +3)
1+tanx
9  sn€)-Jx R 2sinx- sin® x )
COSX
cos(x +1)
i) cos(x? +2x-3) k)  cos(3x)+5x ) sin(sin(x))
4.2 Arsagentil, at den varigble x i udtrykket sinx ska vagei radiantd, for at ssdning
15 gedder, er faktisk, at x i udtrykket
x®0 X
skd vagei radiantal. Hvad sker der, hvisx er et gradtd?
Udfyld fdgende to skemaer
1 0,1 0,01 0,001 0,0001 0,00001
snx
anx/x
X 1° 0,1° 0,01° 0,001° 0,0001° 0,00001°
anx
anx/x

og kommentér resultatet.

(Bemaak, at i det farste skemaregner vi i radianer, i det andet i grader).

4.3  Las, vha NewtonRaphsons iterationsmetode, ligningen

COSX =X

med 4 decimder. x er naturligvis et radiantal.

18




8.5 Arcus-funktionerne

Man er oftei den Stuation, & man kender f.eks. Snustil en vinke, men ikke sdve vinklen.
Man ensker méaske at Igse ligningen sinx = 0,74. Dette kan geres vha. arcus-

funktionerne.
Man vil gerne definere arcsina , som Igsningenttil ligningen sinx = a, dtsa
x=arcsina U a=snx.

Men der er et problem - ligningen sinx = a har uenddigt mange lasninger. Vi er derfor
nedit til at udvadge en bestemt I@sning og kalde den for arcsina.

Y Til vendre er der vig grafen for
snusfunktionen.
Man s, a der er uenddigt mange
0.5 x-vagdier, der bliver sendt over i
f.eks. 0,5; men kun en x-vaadi fra

den tykt optegnede ddl af grafen,
der sendesover i 0,5.
z 4 g % Udvadger vi derfor en x-veadi i

intervallet [- Jg—,g—] e lgsningen
il ligningen

sinx =a
entydigt bestemt!

Ty Ved cosnusfunktionen kan man i

dtedet bruge intervalet
[0:p]
0.5
X

19



I Ved tangensfunktionen kan man bruge
intervallet

z0
|24
212

10

-5 f -z 4ﬁ5

-10

-z0

Vi samler dt dette i nedengtdende definition:

Definition 16 (LS)
a) Lad al [- 1,1]. arcsina er den entydigt bestemte | gsning til
ligningen sinx = a, som ligger i intervallet [ g;g].

b) Lad al [-11]. arccosa er den entydiigt bestemte | zsning
til ligningen cosx = a, som ligger i intervallet [O; p]

C) Lad avageet redt ta. arctana er den entydigt bestemte |gsning til

ligningen tanx = a , som ligger i intervallet ] ;[

| det barske funktionssprog har vi defineret tre funktioner, de sékddte arcus-funktioner:

arcsin : [-1,1] ® [ 121,%]
arccos : [-1,1® [0, p]

actan : R® ] g—,g[

Lad os se, hvordan man bruger disse funktioner til at |@se trigonometriske ligninger.

20



Saaning 17 (LYS)
Lad al [- 1,1]. Lesningemetil ligningen
sinx =a

e dleaf formen A
arcsina+2pz , zl Z

dler a formen A
p-acsna+2pz , zl Z.

Far beviset kommer et eksempd:

Eksempel
Lesningernetil ligningen
sinx =2
sk findes.

Nuer sin® =1, si arcsin =& . Saningen fortadler nu, at alelesningernetil

ligningen e
g 4p,%-2p, 5., 8+2p,5+4p, 546D, ...

0g
2o 4p, R 2p 3 W yop Bysp Digp

(bemaak, at p- 2 =22),

Bevis (for sstning 17):
Vi skd finde ale retningspunkter pa enhedscirklen, som har andenkoordinaten a.

Pafiguren ses, at der kun er to muligheder,
Q P nemlig punkterne P og Q.
Y=2  Punktet P er retni ngspunktet for
/ \ arcsina
men ogsafor
arcsina +2p, arcsina+4p, ....
og for

arcsina- 2p, arcsina- 4p, ....

Alti dt er P retningspunktet for yinklerne
arcsna+2pz , zl Z.

21



Af symmetrienii figuren ser man, a Qer retningspunkt for
p-acsna+2pz , zl Z
Vi har nu fundet dle de rdevante lasninger.

Saetning 18 (L)
Lad al [- 1,1]. Lesningemetil ligningen
COsX =a

er dledf formen

arccosa+2pz , zI1 Z
eler & formen

- arccosa+2pz , zI Z

Bevis:
@velse. Se pafigurentil vensre.

0

~
N

oN_| 7

X=a

Saetning 19 (LS)
Lad al R. Lesingernetil ligningen
tanx=a

er dleaf formen A
arctana+pz , zl Z

22



Bevis:
Igenen gvelse.

DA |
>/

Eksempel
Ligningen cosx = - 0,234 skd lases. Ifdge ssaning 18 er [gsningerne
x = +arccos(- 0,234) +2pz , zl Z
eller, ved brug af lommeregneren A
x=x1808+2pz , zl Z

Eksempel

Ligningen tan x = 23 skal l@ses, men vi er kun interesserede i lasninger i intervallet
[0,10].

Den generdle lganing er
X = arctan(23) + pz = 1,527 + pz.

Vi indszdter nu forskdlige z-vaadier:

1 p x=-1614
X =1527

X = 4,669
x=7,811

x =10,952

N N N N N
1
U U U T

0
1
2
3

Det ses, at for z< 0 ogfor z> 2 ligger lgsningerne udenfor intervalet [0,10]. De
onskede |gsninger er derfor - med 4 betydende cifre:
1,527 4,669 og 7,811

Eksempel
Ligningen sinv = 0,67 skal leses, men v er nu et gratal i intervallet [0°,360°] .

23



Der er to lgsninger, nemlig
v =arcsin(0,67) = 42,07°
09
v =180°- arcsin(0,67) =137,93.

Alleformlerne og metoder ne gadder nemlig ogsa for gradtal i stedet for
radiantal.

Enddlig kan man ogsa komme ud for trigonometriske uligheder:

Eksempel
Man skd |@se uligheden
sinx3 05, hvor x1 [0, 2p]

Fard l@ser man den tilsvarende ligning:

sinx=05 U x=acsin(05 Ux=p- acsn(05 U
x=2 U x=2

Herefter betragter man nedenstdende tegning:

Lasningsmaangden er de vinkler, hvis retningspunkter ligger pa den tyktoptrukne del

af enhedscirklen. Vi kan derfor kondtatere, at |gsningsmaangden til uligheden er
L= [p_ 5p

6' 6

24



5.1

5.2

5.3

Opgaver

Lesfdgende ligninger:

a)
b)
c)
d)
€)

)

cosx =- 0,23

sinx =157

tanx =157

sinx =047 , x1[0,0]
cosv=-0,632 , v [0°,250°]
tanx=3 , xI[-59

L s fagende uligheder:

a)
b)
c)
d)
€)

)

sinx<05 , xI[0,2p)
cosx>07 , x1[0,2p]
tanx>12 , xI[0]]
tanx>15 , x1[0°,1000°]
sinx>-02 , x1[-6,10]
COSX <2

Formdet med denne opgave er a vise differentiationsformlerne

b)

iarcs.i nx = d arccosx = ——

dx 1- X2 dx 1- X2
d

— arctanx = S

dx 1+ X

Differentiér udtrykket

t = arcsin(sint)
pabegge sider. Brug kaedereglen

Erdat dleforekomster af sint med x og dleforekomster af
cost med +/1- X

Bevis de to andre formler pa samme made.
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8.6 Svingninger

ba Betragt en gang grafen for sinus.

Det er jo faktisk en bglge - dleren
svingning.

Faktisk kan adle mulige bager
beskrives vha. snus-kurver.

Normdlt er balger noget, der varierer i tiden Derfor bruger man indenfor svingningsteorien
t og ikke x som den uafheangige variabel, sa det vil blive brugt fremover.

Definition 20 (LS)
Enfunktion f af typen
f (t) =asin(bt +c)
kaldes en svingning

Tdlet a kaldes amplituden.
Tdlet b kaldes balgetall et.
Tdlet ¢ kaldes fasevinklen.

Vi vil nu forklare betydningen &f talenea, b og c.

Amplituden (udtales 'amplityden’ - c'est francais...) fortadler noget om, hvor store
udsvingene er. P grafen pa naesste side er der tegnet graferne for de tre funktioner

f(t)=sint, g(t)=2sint og  h(t) = 3sint
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-5 -4 -z z 4 i
2

-3

Disse tre funktioner er dle ens pdnaa amplituderne, som er henholdsvis: 1, 2 og 3.
Det ses, @ jo starre, amplituden er, jo sterre bliver udsvingene - faktisk har de
maksmae udsving "hgiden” aog -a.

Bdgetdlet b har noget & gare med, hvor hurtigt funktion svinger op og ned. Betragt
grafernefor

f(t)=sint og  g(t) =sn(2t)

lﬂy
D- EM
W .-

i

1

Det ses, @ jo starre b er, jo hurtigere svinger funktionen op og ned.

Fasevinklen ¢ kontrollerer, hvorndr svingningen starter:
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Dennefigur viser graferne for
f(t) =sint og g(t) =sin(t - p)
Som det ses, sA starter g-svingningen p senere end f-svingningen.

Generdlt vil fasavinklen b forsinke svingningenmed 2p - C

Perioden er et md for, hvor hurtigt funktionen svinger op og ned:
u}? L /
T Perioden T er defineret som
afstanden mellem to pa hinanden
fadgende badge-toppe.

Sammenhaangen mellem perioden og balgetdlet er:

—
-
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Sagning 21 (FS)
Perioden T for funktionen f med forskriften
f(t) =asin(bt +c)

er givet ved
T= 2_p
b
Bevis:

To pa hinanden fadgende ba getoppe falder i punkterne

(to, @) og (to+T,a).
Dvs.

a=asin(bty+c) og a=asin(b(ty+T)+c)
3

1=gn(bty +¢) og 1=gn(bty + bT +¢)

Men ser vi pagrafen for snusfunktionen, A er afstanden mellem to pa hinanden
fagende bagetoppelig 2p . Dette betyder, &t differensen mellem indmaden i deto

udtryk er 2p :

(bty +bT +cC)- (bt +C)=2p
R

bT =2p
R

T= 2_p

b
o)
Eksempel

Pa nasste side er vist grafen for en svingning. Hvad er mon forskriften?

For det farste ses, a svingningerne gar framaksmummet 1,5 til minimummet - 1,5.
Dette fortadler, a amplitudener a =1,5.

Det ses endvidere pa grafen , at de to farste toppe efter at t er blevet positiv
forekommer for t-vagrdierne ca. 2,3 og 4,9. Perioden er dtsa

T=49-23=26
og o saning 21 far vi
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Endelig betragtes den farste gang, grafen krydser t-aksen i opadgdende retning efter
at t er blevet pogtiv:

asin(bt, +c) =0 (Davi krydser t-aksen)
R

sn(bt,+c)=0
R

bto +c=arcsin(0) =0 (Fordi det er far ste gang)
R

cC=-hbty=-24°2=-48

Fasavinkler er kun veldefinerede op til multiplaaf 2p, savi kunne ligesa godt vadge
c=-48+2p =15.

Forskriften blev dtsa
f (t) =15sin(2,4t +15)
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6.1

6.2

| en elektrisk kreds er spandingsfaldet U (t) til tiden t over en komponent givet

ved

a)
b)

c)
d)

Opgaver

U (t) =8,6+3,2sin(20pt) , 2 0

Hvor stort er spaandingsfaldet til tiden t =0 ?

Angiv den maksmae og den minimae vaadi & U.
Hvornar er spendingsfaldet farste gang 10 ?

Hvor stor er ?j_li til tiden t = 2? Hvordan kan dette tolkes?

Find forskrifterne for funktionerne, hvis grafer er vist nedenfor:

a)

b)

“:y

LN

N
i
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8.7 Injektivitet, surjektivitet, bijektivitet
Omvendt funktion

| denne sektion ska vi studere ligninger a formen f (X) = b, hvor f er en funktion.

Begreberne injektivitet og surjektivitet indfares som et md for antalet af lesninger til denne
ligning, og enddlig kaader vi disse to sammen i begrebet bijektivitet. Det enddig md er a
praecisere, hvad der menes med en omvendt funktion.

Men farst skd vi selidt pd, hvordan man kan leseligningen f (X) = b grafisk.

Eksempel
Nedenfor er tegnet grafen for en funktion f.
by
16

1

11 34 &7 12 14 x

Lad osl@se et par ligninger grafisk:

f (x) =1 her lesningsmeangden L ={1} - man finder samtlige skegringspunkter
mdlem grafen for f og den vandrette linie med ligningen y = 1. Skagingspunkternes
x-Kkoordinater giver hver en lgsning.

f (X) =5 har Igsningsmaangden L :{3, 7 ,12}.

f (X) =7 har lgsningsmaangden L ={4, 6,14}

f (X) =16 har Igsningsmeangden L = A.

Vi indferer nu et par definitioner, som har noget a gare med antallet af |@sninger til
ovennaavnte type ligninger:
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Definition 22
Funktionen f : A® B kadesinjektiv, hvis
fA(Xl) =f(%) P X =%
fordletd X, X, | A.

En anden méde at sSige dette pa er

Saetning 23
Funktionen f : A® B erinjektiv, hvis og kun hvisligningen
f(x)=b
hgist har en lesning, for dle b1 B.

Grafisk giver injektivitet Sg uddag i, at den lodrette linie y = b hgjst skagrer grafen for f ét
sted.

| praksis bruger man enten definition 22 direkte dler en undersagel se af funktionens
monotoniforhold (mere herom senere) til & bevise, a en funktion er injektiv. Vi giver et
eksempd pa den direkte anvendelse af definition 22.

Eksempel
f:[-2¥[® R:xr>+/x+2+6 erinjektiv. Vi har nemlig
f(x)="1(x)

0
X +2+6=x,+2+6
)
X +2 =% +2
0
Xg+2=X, +2
0

X1 =Xy

Surjektivitet er et mere mystisk begreb, som er knyttet sammen med begrebet
vaa dimeengde:
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Definition 24
Vaa dimangden Vm(f) for funktionen f : A® B er maagden

Vm(f):{f(x)|xT A}

Vaadimaagden, som dtsa er en demaangde af sekundaamasngden B, er maangden &f dle
funktionsveer dier for f.

Eksempel
Betragt funktionen
f:R® R:x> X

Denne funktion har veadimeangden Vm(f) =[0; ¥/ , idet det ikke-negativetd b
er funktionsvaadien af f.eks. /b .

Definition 25

Funktionen f : A® B kadessurjektiv, hvis
vm(f)=B

For en surjektiv funktion er sekundagmaangden og veardimaangden dtsi end!

Saetning 26
Funktionen f : A® B er surjektiv, hvis og kun hvisligningen
f(x)=b
har mindst en lgsning for dle b1 B.

Man kan ikke umiddelbart se pa grafen for en funktion, om den er surjektiv, idet man jo
ikke kan afl aese funktionens sekundeemaangde pa grafen. Derfor beviser man surjektivitet
ved at finde vaardimaangden. Vaardimaangden kan findes ved hjadp af en s3kadt
funktionsundersagel se - mere herom senere.

Eksempel
Betragt nedenstdende funktioner:
f:R® R: x> sinx

g:R® [-l'l]IXHSinX
h:[O;p]® [-Ll]:xn—>sinx
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Ved at betragte f.eks. enhedscirklen ses, a Vm(f) = Vm(g) =[-11], og
vm(h) =[0:1].

Ved sammenligning med sekundagmaangderne for de tre funktioner ses, a kun
funktionen g er surjektiv.

Saxligt fint bliver det, hvis en funktion bade er injektiv og surjektiv. En sidan funktion kaldes
bijektiv:

Definition 27

Funktionen f : A® B er bijektiv, hvisog kun hvisf er bade
injektiv og surjektiv.

Saetning 28
Funktionen f : A® B er hijektiv, hvis og kun hvisligningen
f(x)=b
har netop én lesning for dleb | B.

Eksempel
Nedenstdende funktioner er ale bijektioner:

f:R® R: x> X°
g:[O;¥[®[O;¥[:xn—>x2
h:]0,¥[® R: X Inx

For bijektive funktioner, og kun for bijektive funktioner, kan vi definere den omvendte
funktion.

Definition 29

Lad f : A® B vageen hijektiv funktion. Den omvendte
funktion

f1:B® A
defineres ved at sadte f '1(b) lig den entydigt bestemte | zsning il
ligningen f (X) =b.
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Eksempel

De omvendte funktioner til de tre funktioner fra eksemplet far er dle velkendte:
f1R® R:x%x
g'l:[0;¥[® [0;¥[ZXI—>—\/;
h1:R® J0¥[:x e

Saetning 30
Lad f : A® B vaaeen bijektion. Dagadder, at de sammensatte
funktioner f 1o f og f o f ! har forskrifterne
flof:A® Aixb X
fof 1:B® B:yby

Bevis:

Vi beregner f 1o f (x,) . Ifdge definition 20 er f ~*(f (x,)) den enestelgsning
til ligningen

f(x)=1(X)-
Men denne ligning har en lesning, nemlig X, og daf er bijektiv, er dette den eneste

lesning. Ergo, f "o f(Xy) = Xo.

o
Opgaver

7.1  Somtidligere pastéet er detre funktioner:

f:R® R:xH X

g:[0¥[® [0¥]: x> X2

h:]0,¥[® R: X Inx
Bevis dette, og find deres omvendte funktioner.

7.2  Tegngrdfenfor eninjektiv funktion, som har definitionsmeangden [- 1, 2] og
vaadimaangden [3,9] .
7.3  Bevis a den lineagre funktion

f:R>R:x—ax+b
er en bijektion, hvisogkunhvisa * 0.
Tolk dette grafisk.
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8.8 Monotoniforhold og ekstrema

Vi ska nu studere funktioners opfarsd vha. differentidregning. Det viser 9g, a
fortegnsvariationen for differentidkvotienten f ¢ til en funktion f fortadler temmeligt meget
omf.

Betragt nedenstéende funktionsgraf:
Tangenternei punkterne X;, X, 0g X3
er indtegnet, og man ser ved betragtning
af heddningskoefficienterne for
tangenterne, at

f(x)>0

f(x,)=0 og
X Xy N f q( X3) <0
Xy Samtidigt ser vi, a grafenfor f i punktet
X; ga& opad (eler a funktionen f her
er voksende), at grafen for f 'topper’ i
punktet X, , og at det igen gar nedad i

X3 .

For at formalisere de observationer, vi netop har gjort, sa er det nadvendigt at konkretisere,
hvad vi mener med en voksende eller aftagende funktion.

Definition 31

Funktionen f : A® B er voksende, hvisdet for alle ta
X1, Xo 1 A gadder, at
X1 <X P f(xp) < f(x)

Funktionen f : A® B er aftagende, hvis det for alle td
X1, X, 1 A gadder, at
Xp <X P (X)) > (%)

En funktion, som enten er voksende dler aftagende, kades
monoton.
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f(x)

7%y

/ 1 2

En voksende funktion.

4 t3y
\ .

23
il xy)

En aftagende funktion.

Man kan i vissetilfadde vise direkte, a en funktion er voksende eler aftagende:

Saetning 32
Denlinesgefunktion f :R® R: x> ax+b er

1) voksende, hvisa > 0
2) aftagende, hvisa < 0

Bevis:
1) Vilader X, %, | R ogheviser,a X; <X, P f(X{) < f(X,):

Xy <X
ax; < ax, (idet a>0)

ax; th<ax, +b
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f(x) <T(x)

2) Dette bevises pa stort set samme made - det kritiske skridt er multiplikationen med
a pabegge sSder a uligheden: Idet a < 0 skd ulighedstegnet vendes!
0

Nu er det en temmdigt restriktiv betingelse, a en funktion skal vaae voksende dler
aftagende i hele sin definitionsmamngde. Vi definerer derfor nedenstéende begreber:

Definition 33
Funktionen f : A® B ervoksendei punktet x| A, hvisder
eksisterer et &bent interval ]x- e;x+e[ , sdedes a funktionen f er
voksende i dette interval.

Funktionen f : A® B er aftagendei punktet X1 A, hvisder
eksisterer et &bent interval ]x- e x+e[ , sAedes a funktionen f er
aftagendei detteinterva.

Dette &neinterval |x - € X+ ¢ kaldes af matematikere en omegn omkring X.

Eksempel
Betragt funktionen f, hvis graf er angivet nedenfor:

123456?%

Ved at se pagrafen kan man direkte se, at f er voksendei f.eks.i 0,i 1i 20gi 5.5,
mensf er aftagendei 40gi 7.
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Endvidere er f hverken voksende eller aftagendei 3 dleri 5.

Monotoni-intervallerne for funktionen f er deintervaler, hvori funktionen er
voksende dller aftagende. Ved aflasning pa grafen ses, at
f er voksendei ]-¥ , ?{

f er aftagendei ]35[

f er voksendei ]56[

f er aftagendei ]6,¥[
Bemaak, at det er forkert at Sige, at f er voksendei ]—¥ i E]S,G[.
(F.eks. er 25<55,men f (2,5 > f (55)).

Hovedsadningen omkring monotoniforhold er nedenstéende saaning, som forbinder
monotoniforhold med differentiakvotientens fortegn. Vi vil vente med a bevise denne
sadning til neeste sektion.

Saetning 34
Lad f : A® B vezeen differentiabe funktion med kontinuert
differentialkvotient, og lad x T A . S gedder:
f(x)>0 P f er voksendei x

f(x)<0 P f er aftagendei x

Eksempel
Betragt funktionen f med forskriften f (x) = x3 - 6x% + 9x + 2
Denne funktions graf har udseendet:
1
10 f
7.5
E
2.5

Vi vil undersage monotoniforholdene for f vha differentidregning.
Fard differentierer vi funktionen f:

f ¢x)=3x%- 12x+9
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Herefter finder vi nulpunkterne for differentiakvotienten:
f(x)=0
g

0

3x% - 12x+9=0

. (-12)£4/(-12%- 489 i1
233 13
Bemagk nu, at f ¢ er & polynomium og derfor er kontinuert i helesin
definitionsmeangde, som i dettetilfaddeer R . Den eneste made, f ¢ kan skifte

fortegn pd, er derfor ved at passere gennem et & de to nulpunkter, somjo er 1 éler
3. (Havde funktionen nogle diskontinuitetspunkter eller lodrette asymptoter, saskulle
vi ogsatage hensyn til dissei den fadgende undersagel se).

— —

Vi laver nu en tdlinie, som viser fortegnsvariationen for f (. Padennetdlinie
indsadter vi de to nulpunkter:

f

Pga. kontinuiteten af f ¢ ma denne funktion have kongtant fortegn pa hver &
intervalleme |- ¥;1, |43 og |3 ¥] . Vi finder dette fortegn ved at beregne
vaadienaf f ( for et enkdt punkt frahver af de 3 intervaler:

f €0) =3X0% - 120+9=9>0

f¢2)=3R%- 12x2+9=-3<0

f §4)=34%- 12x4+9=9>0
Vi kan nu udfylde fortegnene patalinien, og bruge ssaning 6 til a oversadte den

opndede information til monotoniforholdene for f (symboliseret ved pilenei nederste
raekke).

Det ses, at
f er voksendei ]-¥;1[
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f er aftagendei ]l3[
f er voksendei |3 ¥|

En anden ting, vi har brug for, er definitionen & minima og maksma (bemeak, a de

oprinddigt latinske ord minimum og maksi mum faktisk hedder minima og maksimai
flertd).

Definition 35

Funktionen f : A® B har et globalt maksimumi punktet X,
hvisdet for dle x I A gedder, at

f(%)2 f(x)
Xo kaldes et globalt maksimumspunkt, og talet f (X) er det
global e maksimum.

Funktionen f : A® B har et globalt minimumi punktet X, hvis
detfordle x I A gedder, at

f (%) £ f(X)
Xo kaldes et globalt minimumspunkt, og talet f (X,) er det
globale minimum.

Under & kader man globde minima og globae maksmafor globale ekstrema. (Entd:
Ekgtremum)

Eksempel
Betragt funktionen f med grafen nedenfor:
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Det ses, at f har det globae maksmum 1, og det globae maksmumspunkt -2, og
det globae minimum -2, og de to globa e minimumspunkter -4 og 3.

Bemaak, a en funktion godt kan have flere globa e maks mumspunkter og
minimumspunkter, men kun é& globat maksmum og é globat minimum.
En funktion behaver faktisk ikke a have et globat minimum dler maksmum:

Denne funktion har et globalt maksmum, men ikke noget globalt minimum.

Vi har ogsa lokale minimaog meksma:

Definition 36
Funktionen f : A® B har et lokalt maksimumi X, T A, hvis
der findes en omegn ]Xo - €% +e[ omkring X,, sledes at for
dle x1 |x, - €% +€ gedder, a
£ (x) £ f(x)
Xo kaldes et lokalt maksimumspunkt, og tallet f (X) et lokalt
maksi mum.

Funktionen f : A® B har et lokalt minimumi X, I A, hvisder
findes en omegn ]x0 - € X% +e[ omkring X, Sdledes at for dle
xT | - &% +€ gedder, a

F(x)2 f(xo)
Xo kaldes et lokalt minimumspunkt, og talet f (X,) et lokalt
minimum.
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Eksempel
Betragt funktionen f med grafen:

w | . |

Funktionen f har det globae maksmumpunkt 3, men intet globat minimum.
Funktionen har falgende |okae maksmumspunkter: O, 3 og 5.
Funktionen har fdgende lokae minimumspunkter: 1 og 4

En vigtig anvendelse af disse begreber er fdgende:

Saning 37

Lad f :[a;b] ® R veae en kontinuert funktion. Sa gadder
a) f antager St minimum m og st maksi mum M pé[a; b].
b vm(f)=[m; M]

Vi vil ikke bevise ssdningen - det er temmeligt svaat. Men vi kan fortadle, hvorfor
sadningen er intuitivt klar.

Forestil dig en dastiksnor - det er dit interva pa x-aksen. Du hiver nui
elagtiksnoren, sa den bugter sig godt. Men eastiksnoren maikke gai stykker -
funktionen f er jo kontinuert!



Vi hiver i dagiksnoren

| | Elasgtiksnor

Der ma vage et sted, hvor du har hevet mest opad - det er dit maksmum M; og der
mavage et sted, hvor du har hevet mest nedad - det er dit minimum m.

Sadningen er isaa velegnet til a finde vaardimaangder - men funktionen skal dtsa vaae
kontinuert og have et lukket interva som definitionsmaangde.

Hvis funktionen er diskontinuert, ikke er defineret pa et lukket interval, har lodrette
asymptoter eler laver andre narrestreger, sa g det gdlt!

En méde at finde lokale ekstremumspunkter pd, er ved brug af nedenstdende sadning:

Saetning 38
Lad f : A® B vaaeen differentiabel funktion. Sa gadder
f har et lokat ekstremum i punktet X,

R
f(x)=0

Bevis:
Vi viser kun ssaningen i det tilfadde, hvor det lokae ekstremum er et lokat
maksmum.

Viskd dtsdvise a f (Xy) =0. Vi ska derfor visg, at

limJ o +h) - T(X) _
h® 0

Davi har et lokat maksmumi Xg, sAfér vi a
f (X +h) £ f(X)

0g dermed at
f(xgth)- T(x)EO
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Derfor gedder der om de to differenskvotienter
FOo+h) - (%) ¢
h
f (% +h)- F(x) 5
h

forh>0

forh<O

| grasnsen f& vi

Daf er differentiabel, sd skd deto gramsevaadier vage ens, og derfor ma den
fadles gramseveadi vage 0. Ergo, T (%) = 0.

0

Bemagk, a den omvendte sadning ikke gadder. Man kan sagtens have punkter X, , hvor
f (%) =0, menhvor X, ikke er et lokalt ekstremumspunkt. Man taler her om en vandret
vendetangent.

Eksempel
Betragt funktionen f med forskriften
f (x) = x*- 6x% +8x+20
Vi gnsker at bestemme samtlige lokale ekstremumspunkter for f.
For det ferste differentierer vi funktionen:
f ¢x)=4x°- 12x°+8
og finder differentialkvotientens nulpunkter - disseer 1 og -2, som man let

overbeviser Sg om ved brug af f.eks. p/g-metoden.
Herefter laves en fortegndiniefor f ¢

N /! /!

Af fortegnsvariationen kan man se, a f har et lokdt minimumi -2 og en
vendetangent i 1.

(Vendetangenter optraeder, nar f ¢ har samme fortegn pa begge sider af punktet,

dvs. fortegnsvariaionen -0- dler +0+, mens lokae minima kreaver
fortegnsvariationen -0+. +0- giver et lokat makamum).
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Faktisk kan man s, at funktionen f har vaadimaangden
Vm(f) =[ f(-2);¥[ =[-4¥]
idet f(X)® ¥ for X® =¥ .

Grafen for f er skitseret nedenfor:
EDIL}}
40 f
a0
Z0
. 10 x=
-2 -z -1 1 E 2
=10
—-Z0
Eksempel
Funktionen g er givet ved

g:[-33® R:xr>2x° +3x% - 12x+2
Hvad er VM(g) ?

Idet g klart er kontinuert (g er jo differentiabel), sAer Vm(g) ifdge sadning 37 et

lukket interval, og g har et globat minimum og et globat makamum.
Kandidater til disse minimums- og maks mumspunkter er dels interva endepunkterne
for definitionsmaangden, dels nulpunkter for gd. Vi finder disse nulpunkter:

g x) = 6x% +6x - 12
og lasning af en passende andengraddigning viser, at nulpunkternefor g( er -2 og 1.
De kritiske punkter er dtsa-3, -2, 1 og 3. Vi beregner g i dle 4 punkter:

X -3 -2 1 3
gx) | 11 22 -5 47

Det ses, a det globae minimum for g er -5, og dette antages i minimumspunktet 1.
Det globale maksmum er 47, antaget i 3.
Vaadimaangden er derfor det lukkede interval
vVm(g) =[-5:47]
Grafen for g er vist nedenfor:
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8.1

8.2

8.3

8.4

40

30

20

10

Opgaver

Bevis vha. sagning 34 nedenstdende pastande:

a) den eksponentidle udvikling f (X) =b>a* er voksende, hvis og kun hvis
a>1,

b) den eksponentidle udvikling f (X) =b>a* er aftagende, hvis og kun hvis
O<a<l.

Tegn grafer for funktioner, som opfylder nedenstéende, og som ikke opfylder
betingelserne i sadning 37.

a) f har et dbent interva som definitionsmaangde,

b) g har den lodreite asymptote med ligningen X =3

0) h er diskontinuert i punkterme 2 og 4, Dm(h) =[0;6]

Underszg nedenstdende funktioner med henblik pa definitionsmasngde og
monotoniforhold. Skitsér graferne.

g f(x)=(x+3" B g =K e2x-
2
h :x-4
9 hoo=2a

Bestemn vaadimaangden for funktionerne
f:[05]® R: x> X2 - 2x+3
g:[-35] ® R: x> In(x* +1)
h:[01] ® R:x > x(x- 1)
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8.9 Middelveerdisaetningen

De to neeste sadninger - Rolle's ssetning og middel vaardissaningen - har stor teoretisk
anvendelse. De anvendes bl .a. til a bevise hovedsadningen 34.

Saaning 39 (Rolle's satning)
Lad f :[a;b]® R vageen differentiabel funktion opfyldende

f(a)=f(b)=0
Safindesmindst éttal ¢ 1 Ja;bf, sAat
f(c)=0

Satningen betyder, a hvis funktionen bade starter og ender i funktionsvaardien 0, SAmader
findes et punkt, hvor tangenten er vandret.

Bevis:
Funktionen f er differentiabel og dermed kontinuert. Ifalge sagning 37 antager f
dermed sit minimum m og sit maksimum M pé[a;b] .
Vi skad nuddeopi fleretilfadde:

I M>0
f antager St maksmum i meksmumspunktet c. Nuer f (c) = M >0, sac
kanikke vaare a dler b. Ergo c T |a;hf .
Ifdge ssning 38er f ((c) =0.

I: M =00g m<O
f antager sit minimum m i minimumspunktet c. Igen ses, a ¢ 1 |a; b og
f () =0.

l: M=m=0

Dette kan kun lade sig gare, hvis f (x) =0 fordle x T [a;b]. f er altsd0-

funktionen, og differentieres denne, ses, a
f (X) =0 forale xT Ja; [ .
Vi kan dtsavadge c tilfaddigt fraintervallet!

Midde veerdisseningen er en generdisation af Rolle's sagning
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Saatning 40 (M iddelveer disaetningen)
Lad f :[a; b]® R vageen differentiabel funktion. Safindeset ta
c1 [a;b] opfyldende

ch): f(b)_ f(a)

b- a

Sagningen udtrykker, at der findes en tangent til grafen for f med samme haddning som
sekanten gennem punkterne (a, f (a)) og (b, f (b)).

Bevis:
Lad osindfere hjadpefunktionen g(x) = f (x) - 1(X), hvor | er den limesae
funktion, som g& gennem deto punkter (a, f (a)) og (b, f (b)) . Folk, somkan
deres andytiske geometri, vil vide, a | har forskriften

100="O @ ay+ 1)
og forskriften for g er derfor
000 = (- 10 x- 2y 1 (a)

Vigtigd er det dog, at

I(a) =f(a) og I(b) = f (b).
Fordelen ved denne hjadpefunktion er nu, a den opfylder betingelsernei Rolle's
saning:

g e differentidbel, idet g = f - |, og bade f og den linesare funktion | er
differentiabd.

g(@)=f(a)-I(a)=f(a)- f(a)=0

g(b) = f(b)- I(b)=f(b)- f(b)=0

Rolle's saining fortadler da, at der findeset tal ¢ 1 [a;b] opfyldende

g¢(c) =0.
Menvi har
gi(x) = f qx)- 1¢x) = f x) - w
satdlet c maopfylde
f €c) - fb)-f@)_ 0
b- a
dler
fqg=10- @
b- a
o
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Vi kan enddig nu bevise ssdning 34:

Bevisfor satning 34:

9.1

9.2

Vi ngles med at bevise, at
f(x)>0 b f ervoksendei x.

idet det tilsvarende udsagn, hvor f er aftagendei x, behandles ganske anaogt.

Hvis f ((X) >0, sAvil der findesenomegn O = |x- e,x + ¢, hvori f Ckun
antager positive vaadier, idet f ( er kontinuert. Vi vil visg, a f er voksendei denne

omegn O.
Lad X;,X, | O ogantag, a X; < X, . Middelvaadisagningen viser, a der findes et

ta X3, sledesat X; < X3 < X,, 0g med
f(x)- f(x
quS): ( 2) ( 1).
Xy - %
Mennuer X3 I O, s3 f (x3) > 0. Endvidereer X, - %, > 0, hvilket betyder, at
Fx)- T(x) = FUX3)>(X2- %) >0

dler
f (X)) <f(x)

f er dtsavoksendei omegnen O.

Opgaver

Bevis den omvendte sadning til ssgning 34, dvs.
f ervoksendei x =) f(x)20

09
f eraftagendei x P f(X)E£O

f(x+h)- f(x)
h

(Vink: Betragt fortegnet for differenskvotienten )

Bemaak, at vi ikke kan erdattetegnene 2 og £ med > og < i opgave 9.1.
Giv et eksempel pa dette.
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8.10 Funktionsundersggelse

Man er oftei den Stuation, a man ska undersage grafen for en funktion i sterre dler mindre
detdlje. Her kan man f.eks. tegne grafen ved at plotte en masse stettepunkter, men det er ikke
skkert, at disse stettepunkter giver et godt billede af grafens udseende. Man er derfor ofte
nedt til a lave en funktionsundersege se.

| en funktionsundersagel se ska (nogle &) fagende punkter behandles:
1 Definitionsmaangde

Nulpunkter (og skaging med y-aksen)

Fortegn

Asymptoter

Monotoniforhold

Graf

7 Vaadimaangde

Raekkef @ gen behever ikke at vaare den ovenfor, men denne rakkef@ge er den dminddigste.

o0k WN

Eksempel
2
+
Funktionen f her forskriften f (X) = %

Definitionsmaengde:
En brgk kan ikke have nea/neren 0, A alle de x-vaadier, hvor denneer nul, er

ikkemed i definitionsmaangden:

x-2=0
)
X=2
Altsi fés, a Dm(f) =R\{2}
Nulpunkter:
f(x)=0
)
2
2X +4X:O
X- 2
)
2x% +4x =0
0 ,
x=0Ux=-2

Funktionen f har dtsanulpunkterneOog - 2.
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Fortegn:
|det funktionen f er kontinuert (det er jo en rationd funktion), sakan f kun
skifte fortegn i nulpunkterne og i punktet X =2, somjoikkeligger i

definitionsmaangden.
f her altsi konstant fortegni hver & intervallerne |- ¥;5- 2[, |- 2,0[ , |02
og |2;¥[.
For at finde fortegnene beregner vi en funktionsvaadi i e tilfaddigt punkt i hver
a dedintervdler.
- 2 -
f(_3)22><( ) +4x-3) :-§<O
(-3)-2
2
f(—l):2>( 1) +4X 1):%>0
(-1-2
2
fa) =22+ 60
1- 2
2
f(3) _2X87+A8 o0
3-2

For at overskue fortegnene laver vi en fortegndlinie:

X -2 0 2

f( %) - 0O + 0 - +

(Den diplede linie angiver, at funktionen ikke er definereti X =2)
Vifa, a

f er negativ i imen/aileme]-¥;- 2[ ogi ]0;2[

f er positiv i intervalleme |- 2,0 ogi [2;¥]

Asymptoter:
f er en rationd funktion, dvs. en polynomiumsbrek, og som sadan er det
ganske let at finde asymptoterne.

Idet 2 er rod i nea/neren uden samtidigt a vagerod i tedlerne, er linien med
ligningen X =2 en lodret asymptote for f.

Tadlerpolynomiet har grad 2, og neevneren grad 1. Idet denne forskel er
2- 1=1, sahar f en skrd asymptote (og ingen vandrette). Ved polynomiers
divison ses, at

X2 + 4x 16

f(x):2—22x+8+
X-2 X- 2

Linien med ligningen y = 2x +8 er derfor en skrd asymptote.
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Grafen for f har dtsd asymptoterne med ligningerne X =2 og y = 2x +8.

Monotonifor hold:
For at finde monotoniforholdene skal differentiadkvotienten f ¢ udregnes:

an2+4x0'q
=5 =
(2X2 +AX) (X - 2) - (2x% +4x){x- 2)¢_
(x- 2) )
(Ax+4){x- 2)- (2x* +4x)4 _ 2x*- 8x- 8
(x- 2) C(x-2)?
Herefter findes nulpunkternefor f ¢ :
f(x)=0
(X
2x%-8x- 8 _
(x-2?
(X
2x% - 8x- 8=0
()

x=2-22 Ux=2+22

(Bemaak, at det ikke kunne betale Sig a udregne neavneren - den forsvinder
dligeve ved lganing & ligningen.)

Vi laver nu en fortegndiniefor f ¢, hvor vi betragter de to nulpunkter

2+ 24/2 samt det skumletal 2 (somjoikke er i definitionsmaangden, og som
I evrigt giver anledning til en lodret asymptote):
2X-5)?-8%-5)- 8

9= (5.2 7"
fc(O)zz’O(;'_z;)' 8- 2<0
fc(3):2’3(;'_82;<23' 8 1<0
fc(5):2’?;_'2)’26' 8_250

Fortegndinien bliver:
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2-2(2 2 2+ 2

X
| | >
f'(X) + 0 - - 0 +
00 T dokdt N | N lokat T
maximum minimum
Altsafar vi

f er voksendei ]-¥;2- 2&[ ogi ]2+2J§;¥[
f er aftagende ]2- 2J§;2[ ogi ]2;2+2J§[

Endvidere ser vi, at

f her lokalt meksmumi 2- 24/2

med meksmumsveadien f (2- 24/2) =12- 82
f har lokalt minimumi 2+ 2+/2

med minimumsvaadien f (2+2+/2) =12+8+/2

Graf:
Grafen for f ser sdledes ud:
4|:|“ l}?
20
20 f
10
x
-z by d & Elr
=10

-Z0

Bemaak, a denne graf semmer overens med samtlige oplysninger, vi tidligere
har fundet.

Veaar dimaengde:
Ud fragrafen og de tidligere fundne lokae ekstrema ses, at

Vm(f):]-¥;12- SJE]E[12+8J§;¥[
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Opgaver

10.1  Underszg nedenstdende funktioner mht. definitionsmaangde, nulpunkter, fortegn,
asymptoter, monotoniforhold. Tegn graferne og bestem enddig vaadimaangderne.

2- X 2- X
9 100=—— o) T(==
0) f(x)=4x>+x%- 3x d) f (x) = Snx+ cosx
2
o  f(x)= Xz;’l n o f(x)=A22- 18
o) f(x)=9"- 4x3+3 h) f(x)=(nx)?-9
) f (x) =In(x? - 16) i) f(x)=e*- ex+5

56



8.11 Optimering

En ofte madt problemstilling indenfor det virkelige liv er optimering : Hvornar
bliver en eller anden starrelse maksimal (f.eks. indtjeningen) eller minimal (f.eks.
omkostningerne). Sadanne problemer kan | @gses ved hjedp af differentialregning:

Eksempel

Firmaet Skaer og Streng fremstiller osteheavle. Det viser sig, at profitten p
ved salget af ostehavle afhaanger af salgsprisen x for en ostehevl pa fglgende
made:

p(x) = - x>+ 27x+900
hvor p er angivet i millioner kr.
Hvilken salgspris skal firmaet sedge sine ostehgvle til for at fa maksimal
indtjening?

Her skal vi jo finde det globale maksimum for funktionen p, og det kan vi jo
godit!

For det farste er Dm(p) = [O,¥[ , 1det det jo er svaat at sadge noget til en
negativ pris.

For det andet kan vi finde nulpunkterne for pc:

Px) = - 3x% +27

og

p(x) =0
g

-3x?+27=0
ﬁ .

x=3 U x=-3

Endelig skal vi lave en fortegndlinie for p¢, hvorpavi indtegner x-vaadierne
0 (et intervalendepunkt) og 3 (-3 udelukkes, idet - 31 Dm(p)):

X Cl) 3I
I I
0

p 0 -
0 lok. / lok. \
min. max.

Det ses, at profitten bliver maksimal, nar ostegvlene sadges til en pris af 3
kr. pr. stk. Profitten bliver her p(3) =954 millioner kr.
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Vaare er det, n&r man salv skal finde ud af, hvilken funktion det er, man ska
optimere:

Eksempel

En rektangulaar mark skal have arealet 10000 m° og mindst mulig omkreds
(af hensyn til indhegningen). Hvilken form skal marken have, og hvor lang
bliver omkredsen?

Kalder vi deto sidelamnger for x og y, sa ses, at
X arealet = xy

09

omkredsen=2x + 2y

y

Her er der desvaare to variable, hvilket ger det sveat at differentiere, sa vi
ma eliminere den ene, f.eks. y. Dette gares ved hjadp af areal betingel sen:

xy=10000 U y= 10200
Dette kan vi sa indsate i udtrykket for omkredsen, som vi jo skulle
optimere
10000

f () =2x+2y=2x+2><T=2x+20000x'1

Her kalder vi omkredsen for f. Det ses, a& Dm(f) =[0, ¥/, idet det jo er

umuligt med negative laangder.
Nulpunkterne for f ¢ findes:

f ¢X) = 2- 20000x ?
og

0

f(x) =0

2- 20000 °> =0
ﬁ ya
x=100 U x=-100.

Vi udelukker tilfaddet x = - 100 og laver en fortegnslinie for f (:




111

11.2

11.3

max. min.

Det ses, at omkredsen bliver minimal for x =100.
Endviderefas
_ 10000 _ 10000 ~100
X 100
sarektanglet var faktisk et kvadrat, og
omkreds = 2x + 2y =400.

Opgaver

En hyperbel har ligningen x? - y? =1.

F2) Tegn kurven. (Vink: Saa x lig 1, 2, 3, ... og find de muligey-veaadier)
Opgaven gar ud pa at finde det punk pa hyperblen, som ligger tedtest pa
origo, (0,0).

b) Opskriv et udtryk for afstanden mellem (x,y) og origo.

C) Kany elimineres?

d) Minimér denne afstand og finde det (eller de) naameste punkter.

Et stykke pap til en plakat har arealet 1,8 m?. | toppen og i bunden skal der
vage en margen pa50 cm, og i siderne en margen pa 30 cm.

Hvordan skal papstykket vaae formet, sdledes at det trykte areal bliver starst
muligt?

(Vink: Start med en tegning)

Summen af to positive tal er 20. Bestem de to tal i hvert af falgende

tilffad de:

a deres produkt er maksimalt

b) deres kvadratsum er minimal

C) summen af kvadratet pa det ene tal og den tredie potens af det andet
tal er maksimalt.
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3.2

4.1

4.3

5.1
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6.1

6.2

8.3

8.4

Facitliste

a~3/2 b) 12 ©) (\V6-+2)/4 d) (N6+~/2)/4

e) 2-/3/2 f) N2++/3/2
sinx inX+2
a) cosx- 1- tan’ x b) - c) cosx>eS"
24/COSX
1+tan® x . COSX )
— = = e) -J/xsnx+ f) 1+tan?(x+3
(1+tanx)? ) 24/x ) (x+3)

g) e*coy€")- % h) 2cosx- 2sinxcosx
X

- sinxcos(x +1) + cosxsin(x +1) i) - (2x+2)sin(x? +2x- 3)

)

cos’(x +1)
K) -3sin(3x)+5 1) cos(sin(x)) >cosx
0,7391
a) +1,8029+2pz , z1 Z b) ingen l@sninger
c) 10037 +pz , z1 Z d) 0,4893;2,6523; 6,7725 ; 8,9355
e) 129,19°; 230,80° f) -1,8925; 1,2490 ; 4,3906
3 [0, 4 E]%2, 2p] b) [0;0,7954 E |54878; 2p]
c) Jog7el; 1 d) 0.9828; 3| E |4,1244; 3| E |7,2654; %]

e) [-6;- 2,9402 E |- 02014; 33430 E |6,0818;9,626]] f) R

a) 8,6 b) 11,809 5,4 c) 0,00729 d) 201

a) 15>sn(3pt +p) b) 1+2sin(2pt)

a Dm(f)=R\{-3} feraftagendei |- ¥ ,- J ogi]- 3,¥[

b)  Dm(g) =R\{G g ervoksendei ]-5%8 - 1 ogi ]2y
g er aftagendei |- ¥ 17‘/3[ ogi]-1,0 ogi ]O,Lz‘/g[

c) Dm(h)=R\{-1,1 her voksendei 0,1 ogi ]J1, ¥
her aftagendei ]- ¥ ,- 1 ogi]-1,(

vm(f) =[2,18] vm(g) =[0,In26] vm(f)=[0,4]

101 @ Dm(f)=R\{-3,3 nul punkter: 2
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b)

ferpositivi]- ¥ ,-3 ,]2,3
fernegativi]- 3,2 , ]3,¥]
Asymptoter: x=3 , x=-3, y=0
fervoksendei]- ¥,3 ,]-3,3 , ]3,¥[

f er aldrig aftagende
vVm(f)=R

Dm(f)=R\{G nul punkter: 2
ferpostivi]- ¥ ,0,]0,2
fernegativi |2, ¥[

Asymptoter: x =0, y=0
fervoksendei |- ¥ ,0[ , 14,¥]

f er aftagendei ]O, 4]
vm(f)=[- 1, ¥

-3- /45

Dm(f)=R nulpunkter: O, a =

, b

_-3+445

ferpositivi Ja ,Q ,]b, ¥][
fernegativi |- ¥ ,a[,]0,b[
Asymptoter: ingen

fervoksendei |- ¥ ,- 3 , ]1,¥[
f er aftagendei |- 3,1
vm(f)=R

Dm(f)=R nulpunkter: 22 + pz
f er positivi ]- 2 +2pz, 3 +2p7

f er negativ i 122 +2pz, 22 + 2p7]
Asymptoter: ingen

f er voksendei |- 2 +2pz, 2 +2p7

f er aftagendei ]2 +2pz, 2 + 2p4
vm(f)=[-+/2,+2]

Dm(f)=R\{G
ferpositivi ]O, ¥
fernegativi |- ¥ ,0[
Asymptoter: x=0, y=4x
fervoksendei |- ¥ ,- 1 , ]1,¥]
f er aftagendei |- 1,0[ , 10,1

vm(f)=R\- 4,1

nul punkter: ingen
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f)

9)

h)

Dm(f)=R\]- 3,3 nulpunkter: -3, 3
ferpositivi R\|- 3,3

f er adrig negativ

Asymptoter: ingen

f er voksendei 3, ¥[

f er aftagendei |- ¥ ,- 3

Vm(f)=[0,¥[

Dm(f)=R nulpunkter: 0,1
ferpostivi]- ¥ ,0[ ,]1,¥[
fernegativi |0, 1

Asymptoter: ingen

f er voksendei ]402 , ¥[

f er aftagendei ]- ¥ , 102
vm(f) =[-1,¥[

Dm(f) =]0, ¥ nulpunkter: €*
f er positiv i ]e3, ¥[

f er negativi ]0, €[

Asymptoter: x =0

fer voksendei |1, ¥]

f er aftagendei ]0, 1

vm(f)=[-9,¥]

Dm(f)=R\[-4,4] nulpunkter: -~/17 ,~/17
ferpositivi]- ¥ ,- V17 , |17, ¥[

fernegativi]- /17 ,- 4 , 14,17]
Asymptoter: x=-4 , x=4

f er voksendei 14, ¥[

f er aftagendei |- ¥ ,- 4]
vm(f)=R
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) Dm(f) =R nul punkter: ingen
f er atid positiv, aldrig negativ
Asymptoter: y=-ex+5
f er voksendei |1, ¥[
f er aftagendei ]- ¥,
vm(f)=[5,¥[

111 «¢) 2x% +1 d) (+1,0)
11.2  laangden bliver 103,92 cm, hgjden 173,21 cm

11.3 a) 100g 10 b) 1009 10 c) 8og 12
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