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Hvordan kan to for skellige planer liggei forhold til hinanden?
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Anvendte symboler
Sadninger, definitioner og formler er magket med
FS:  sningenfindesi formesamlingen

LS. lar sgv formlen udenad - den findes (underligt nok) ikke i
formelsamlingen, og du f& sikkert brug for den til eksamen



4.1 Vektorer i rummet

Vi vil nu generdisere plangeometriens vektorer til rumgeometrien (eller stereometrien). De
fleste af definitionerne og sagningernei dette afsnit ligner plangeometriens resultater til
forvekding, og der udelades derfor mange detdj er.

For det farste har vi brug for et koordinatsystem i rummet. Dette er ganske Smpdit at lave:
Man tager e saslvanligt koordinatsystem i planen og sadter en tredie akse - z-aksen - pa.
Denne skal stavinkelret pa de to andre akser, og dette garesi praksis ved, at z-aksen stér
vinkeret pa den plan, x- og y-akserne danner.

Vi skd vadge z-aksens retning. Man plejer at vadge denne retning, sdedes at man f&r et
hgjreskruet system:

Holdes hgjre hand sdledes, a omlgbsretningen, dvs. retningen frax- til y-aksen, fager
med defirefingre, sAskal z-aksen pegei tommelfingerens
retning.

X

En rumvektor er en pil i rummet. Alle de ssadvanlige operation, addition, subtraktion og
skaarmultiplikation, er defineret pa samme méde som i plangeometrien. Nedenstéende regler
bevises ganske som i det planetilfadde:

Sagning 1
Lad &,b 0g C vage vektorer i rummet, og lad sog t vaae skalarer.
Dagadder, at

g at+b=b+a by a+(+c)=(a+b)+c

0) a+0=0+a=a d t(@+b)=ta+tb

) (s+t)a=sa+ta f) (¢)a = g(ta) = t(sa)

o) 0a=0 h) (-Da=-a

) [a+b|£lal+] ) |a- b|£al+]]




En vektor i rummet ska beskrives ved tre koordinater. Vi har nemlig tre enhedsvektorer,
i", J ogk , som peger i samme retning som henholdsvis x-, y- og z-aksen.
Koordinatfremdtillingen af vektoren @ er

a0

) d=aji +a,] +ak :(;a2+
éaSB

Regning med koordinater foregdr ganske som i det plane tilfadde:

Satning 3 (F9)
®
Vektoren AB mellem punkterne A = (a,,a,,83) og
- b - &
B = (b,b,,b3) har koordinaterne AB =Pb, - a,Y.
bs - as
®
Stedvektoren OA ftil punktet A = (8y,8,,83) har koordinaterne
® 8@19
OA=_ca,.-.
éa;g

Husk, a det, ligesom ved plangeometrien, er ekstremt vigtigt a skelne mellem et punkt og dets
stedvektor.

Saetning 4
a@,0 ab, O
Hvis & = gaz; og b= sz_ sa gadder
éafu ébfn
ay +b 0 a@ - b o
a) é+5:éa2+b2% b) é-Bzéaz- b2_
a; +by,0 as- o
25,0
0 Sd=is. o [a=+a’+a’+ay’
Sa,0
Bevis:



Kun punkt d) kreaver noget saarskilt bevis:

X

Vi opsplitter & i komponenterne 8;, og dg, hvor a;,
befinder 9gi xy-planen, og a; er pardld med z-aksen:
Vi her & =&, + 383, 0gidet 8;, kan opfattes som den

12

y a0 . _.
plane vektor ga +,00 a5 = agk , gadder at
29
2

|5112|2 :alz +a22 og |§3|2 =az .

Nu er vektorerne d;, og d; deto kateter i en

retvinklet trekant med hypotenusen a . Pythagoras giver derfor

6 =|a|® +las” =a” +a,” +ay’

0g ved at tage kvadratroden bevises sagningen

Skalarproduktet mellem vektorerne & og b e givet ved

hvor v er vinklen mdlem & og b.

Definition 5 (FS)

a>b =|a]b| cosv

Skalarproduktet kan udregnes ud fra de to indgdende vektorers koordinater:

al kb
(6) a4 b, = ab, +ab, +azb,
agh by
Saetning 7
Lad &,b 0g ¢ vaae vektorer, t en skalar. Da gadder:
a) ab=b b) axb+c)=akh+asx
o axa=|d d  (td)* =axtb) =t(ax)
[ P Y
o  |axb| =[d®+[p| 220




Satning 8 (F9)

Lad & og b vae egentlige vektorer. S gadder, at
ab U ab=0

Projektioner er defineret som i det planetilfadde, og der gadder da ogsa formlen:
ab

LT
B

©) a5

Opgaver

Formaet med nedenstdende opgaver er ganske Simpelt a overbevise dig om, at det ikke er
spor svaat at regne med vektorer | rummet - man ger stort set som med vektorer i planen...

11  Lad vektorene &,b, © og d vage givet ved

a0 e 20 e 30 &l o
a=%3., b=¢1., c=g0., d=%3.
éz*g 4y §-46 éoa
Bestem nedenstéende tal og vektorer:
a a+b- 2¢ b) 3d- (b-¢)- ¢ c) d- a-b+4c
d) [a] &) [o] f ah
) \a+6\ ) D(a,b) ) &
j) D(c,d+b) k) (ab)(c>d)a ) & - d
1.2  Vektorerneirummet 8 og b opfylder
a|=3 \a+6\:9 og ah=18.

a) Bestem laangden af vektoren b.
b) Bestem vinklen mdllem vektorerne @ og b.
C) Bestem vinklen mellem vektorerne & +b og & -

B



13

14

15

For ethvert redt ta t er vektorerne @ og b bestemt ved

2°0 ool - 16
d=¢c3+ og b=S5t2- 1.
¢ 45 &2 15

Bestem de vaadier f t, for hvilke
a) a og b er ortogonale,
b &=

| rummet er givet tre punkter A=(1,3,- 2), B=(1,1,2) og C=(4,0,0).
a) Overbevisdig om, a treftilfaddige (og forskellige) punkter i rummet enten
ligger pAsammelinie dler i samme plan.

Det oplyses, at de tre punkter A, B og C ikke ligger pAsamme linie.

b) Bestem sderne og vinklerne i trekant ABC.

Et fjerde punkt D er bestemt ved, at firkant ABCD er et pardlelogram.
C) Bestem koordinaterne til punktet D.

d) Bestemn koordinatsadtet til diagonadernes skagringspunkt i firkanten ABCD, og
til medianernes skagingspunkt i trekant ABC.

| rummet er vektorerne & og b og punkterne A, B og C bestemt ved
a3 0 ael 6

a=g-2., b=¢&L oy A=(24,-1).
"o a5

Endvidere oplyses det, at

,&@B:é+5 og /&@CZB.
a) Bestern koordinaterne til punkterne B og C.
b) Bestem sddaangderne og vinklerne i trekant ABC.
Punktet D opfylder, at firkant ABCD er et paralelogram.
) Bestem koordinaternetil D.



4.2 Krydsproduktet

En af deting, som ikke kan generdiseres fra plangeometrien til rumgeometrien, er
tvearvektoren.

Grunden til dette er, at der ikke pa nogen entydig made kan konstrueres en vektor, som star
vinkeret pa en given vektor a ; som figuren viser, er der en hel raskke vektorer, som dle
sammen er vinkelrette pd & - disse vektorer vil i avrigt liggei den samme plan.

| A
eg/ ¢&

Men vadger man derimod to vektorer, 8 og b, og undersgger, hvilke vektorer der stér
vinkelret pa begge disse vektorer, A er Situationen anderledes - kravet om, at den gnskede
vektor ska stavinkeret pa & tvinger vektoren til & liggei planen. Men vektoren skal ogsa sta

vinkelret pa b , s3er den nedt til a ligge pa den stiplede linie pa figuren.

[
%V%

Dette viser, a man dligeve kan generdisere tvaavektor-begrebet til rumgeometrien, dog med
den forske, a man ska have angivet to vektorer, far man kan finde deres fadles 'tvagvektor'.

Denne tilordning kades normdt vektor produktet dler krydsproduktet - og man skriver

d° b . Bemaak, a skaarproduktet 8>°b er et tal, menskrydsproduktet & b er en vektor.
Man ska derfor passe pamed sine gangetegn!

Vi giver den formelle definition af krydsproduktet:



Definition 10 (FS)
Lad @ og b vageto vektorer i rummet. Krydsproduktet 8~ b
defineres da som nedenstdende vektor:

1) laangden & @ b defineres som
& b|=la]p|sinv

hvor v er vinklen mdlem & og 5;

2) retningenaf 8~ b er givet ved den sSkaldte hgjrehandsregel:
Hold hgjre hand i en knytneeve, sdedes at fingrene peger i retningen
fraa tlb;a b vil da pege i tommeltottens retning.

Bemaak, a denne definition ogsa giver mening i fdgende specidltilfadde:

1) Hvis 8 dler b er nulvektoren, sikan vi egentlig ikke tale om en vinke v mdlem a
dler b . Men her er der ikke noget problem, idet lasngden af &~ b bliver nu ifdge
rege 1)- @’ b er danulvektoren 0g Vv (og retningen) er ligegyldig.

2) Hvis & og b er paraldle, sier hgirehdndsreglen sva at anvende - retningen o
a " b erikkeveldefineret. Men dette er ligegyldigt, idet v enten er 0° eller 180°, ogi
beggetilfadde vil faktoren Sn v gare, at langden af a”~ b bliver 0.

Historisk set opfandt man krydsproduktet i forbindel se med teorien for el ektromagnetisme,
Her optraeer hgjrehdndsreglen i forskellige varianter, f.eks. i loven om magnetfeltet fra en

spole:

Hold hgjre hand om spolen sledes at fingrene peger i strammens retning.
Da vil magnetfeltet fra spolen pege i tommeltottens retning.

Som det ses, s3 har vi umiddelbart fagende sadning:

Saetning 11 (F9S)

Hvis @ og b e egentlige vektorer, Sa gedder, at
a'b=00 ap




Bevis:

Vihar,a @ b kunkanvage 0, n& lagdenaf @ b er 0. Dennelagde er givet
ved

[a” b|=a]p|sinv
ogidet & og b er egentlige vektorer, s kan denne lasngde kun vagre nul, n&

faktoren sinv er 0. Det er den netop n& vinklen v mdlem a og b er enten 0° dler
180°, dvs. n& & og b er pardldle
o]

Vi vil nu preve at udregne krydsproduktet af standardvektorerne i, | og k . Idetvi f&r brug

for dette resultat, nér vi skal finde et koordinatudtryk for krydsproduktet, formulerer vi
resultatet SOm en ssaning:

Satning 12
Vi har fdgende krydsprodukter:
) 7= [=Kk k=0
2 T j=k [ k=i k'i=7J
3  Ji=-k K j=-T 7" k=-]
Bevis:

De tre krydsprodukter i 1) giver ale O, idet en vektor jo dtid er pardld med sig slv.
| 2) og 3) ser man farst, at alle krydsprodukterne har laangden 1 - faktorernei
krydsproduktet er dle enhedsvektorer, og vinklen mellem to af vektorerne er atid 90°
. Retningen kan sa besemmes & hgjrehdndsreglen (Prov!).

0

Her er nogle regneregler for krydsproduktet:

Satning 13 (LYS)

Bevis:
Rege 1) fdger umidddbart af ssdning 11, idet en vektor atid er pardld med Sg sdlv.



Regel 2) falger & hejrendndsreglen; bytter man om parakkefdgenaf @ og b,
skd hgjre hand ogsa vendes om, hvilket betyder, at tommefingeren kommer til a pege
i den modsatte retning.

Ved bevisat for regel 3) starter man med at observere, lamgderne af de indgdende
vektorer er ens. Man skal da blot undersage retningerne, og her skal man deleopi tre
tilfedde k>0 , k=0, k<O.

Nar k er postiv, sAbliver den ene af vektorerne k gange laagere, hvilket ger langden
af krydsproduktet k gange laangere; men dle retninger forbliver uaandrede.

Nar k er nul, sabliver en af faktorernei krydsproduktet nulvektoren, og dette ger
naturligvis resultatet til nulvektoren

Nar k er negativ, sd andres retningen af en af vektorernetil den modsatte, hvilket
andrer omlgbsretningen af faktorerne. Hgjre hand ska da vendes pa hovedet, hvilket
igen aandrer retningen af krydsproduktet.

Reglerne 4) og 5) er temmeligt komplicerede at bevise, s3vi ngies med at give et
overbevisende eksempel nedenunder.
o]

Eksempel
Vivilvisa i (J+K)=T" J+7 K.
Hgjresden er en sma sag at udregne, idet vi har ssdning 12:
i J+i k=k+(-])=-J+k
Laagden af denne vektor er
a0
Tk = L= 0% + (- 2+ 22 =42
14

Vendresiden er vaare, vi har
B 80 80

o =S

=9
éO élﬂ (élﬂ
‘T+l_<"=\/02+172+12=\/§

Vi betegner vinklenmellem i og j +K medv. Idet

i j+k)=ix]+7x =0+0=0
er v =90°, og faktorerne i krydsproduktet pa venstresiden er orthogonale. Derfor
fas

hvilket giver

[ (7 +K)| =77 +k|sin90° = 1424 =42

10



i (J +K) skal gavinkdretpa i, sai” (j +k) mavaae parald med yzplanen.
Men i (J +K) ska ogs gavinkelret pd ] +K , hvilket betyder, & i~ (j +K)
bliver paralld med - J +k . Hgjrehdndsreglen viser, at i~ (j +K) faktisk er
engrettet med - | +K .

Alti dt ser vi, a laangden og retningen & vendre- og hgiresden er ens, hvilket
betyder, at de to vektorer er ens.

Vi ernui stand til a lave en koordinatforme for krydsproduktet:

Satning 14 (FS)

%840 wlo 3@2% a3b20
Ladé:gaz;ogﬁ b2 Sdera’ b=¢ a1b3_
éagfa é é - a,h o

Bevis:
Bevisat for denne formd er lige ud af landevejen - vi opskriver faktorernes
koordinatfremdtillinger og bruger ssgning 12 og 13:

a" b=(ayi +a,] +agk)” (b +b,] +bgk) =

abi T + abj i + abk i +

ab,i I + ah,]’ I + asbzlf ’ I +

abd "k + abs] k + agbhk’ k =
0 ot abk + abj +

abk + 0 + -abi +

-ahy] + ahi  + 0 =

(a2bs - ad,)i + (aghy - abs) | + (ab, - azby )k
o]

Denne forme er ikke lige let a huske, sa derfor anvender man i praksis fagende metodetil
udregning af krydsproduktet: Opskriv koordinaternefor & og b to gange hver pafdgende
made:

a a a3 a @ ag

by b, by b b b

11



Koordinaternefor a° b kan dafindes som determinanter i ovenst&ende skema:

1. koordinaten er hér:
a; | A ag

b, by

2. koordinaten er hér:
a; dp (A3 a;

by b by by

og 3. koordinaten er hér:
a & a3 (a; &

b b, bylb b

a; A ag

b b, b, (=aphs - ay)

a, ag

b, b (=aghy, - ayb;)

(=a4b, - azby) .

bs

Eksempel
Ao ®20 12
Vi har, at §4 93 =S 13. Dette kan ses ved at betragte skemaerne:
62

élg éllz

114 6|1 4 6 4

X: @ =44- 36=-12
-213 1(-2 3 1 3

_ 1 416 1146 6 1_(3)((2)M_13

Yo 2 3]1 -2]3 1 1 -2~ -
1 4 6|1 4|6 1 4

z @ =13- (-2)4=11
-2 3 1(-2 3|1 -2

Eksempel

Punkterne A = (1,2,3), B=(4,56) og C = (0,1,2) ligger pAsanmerettelinie -

® ®
dette kan f.eks. sesved at vise, a AB og AC er padldle

oA - 10 aé’o a@®-10 a2
® C - - ® C + ¢ .+
ABgZ_ 3_ og AC=21- 2.=2-1.
5 & % 5 b5
0g det ses, at
®
AB" AC=0
Advar sdl

Krydsproduktet er ikke assodiativt, dvs. ligningen
a (b c)=(@ b) ¢
normdt ikke gedder. Et eksempel herpa er

12
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-1
N
-1
~
N
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Derimod har vi

Saetning 15

Lad &, b og C vaze vektorer. S gadder
a (b’ ¢)=(ax)b- (ax)c

(@ b)" c=(ax)b- (bxc)a

a)
b)

Bevis:
Bevisarne for a) og for b) er som snydt ud af nessen pa hverandre, SAvi ngies med at
bevise a). Dette foregar ved koordinatopskrivning:

wlo @10
éi:gaZ; . b= gb , €={Cs
éa;fa b, C,0

Efter a have indfart notationen, sA er det bare at smage aamerne op:

8@10 8%@10 a%; 00 a@ho abz% bsC, 6
a (b ¢ = az— ggb)i az— b301 blcs—
éagﬂ écg% a;0 &bic, - bzolﬂ
a@2 (bic, - by¢p) - ag(bsc - b_LCB)O
gia(bzcs byG,) - &y (B, - bycy)s=
2, (b,C, - bGs) - a,(byc3- byc,)d
ai’)132(32 +asC;3 - azh, - Clasbso
ébzalcl +b,a5C; - Cab, - Czasbs— =
biaiC +b38,C, - Cab; - cab, o
geblalcl +,8,C, +DasCs - Gy - b, - cad; 9
ébZalcl +b,a,C, +haC; - Cab; - Gab, - Czasb3i =
bya;c; +bsa,c, +hiascs - ciab, - ciasb, - caghy o

6@1(3101 +a,C, +a5C3) - Ci(ayby +azh, +aghs) o
bz (a1 +a,C, +asC;) - Cy(ajb; +asb, + a3b3)—
by(a,¢ +a,C, +a4C3) - Cy(aghy +a,h, +ah;)o

13



a@b 8@1
(@ax) (@) e, = (@X)b - (@%h)C
b g

Vi afdutter med fadgende ssening:

Satning 16 (FS)

Lad @ og b vaze egentlige vektorer.
1) Paralldlogrammet udspandt af @ og b har aredlet ‘é' 5‘.

2) Trekanten udspandt af @ og b har aredlet %‘é' 5‘.

Bevis:
Ligesom i det plangeometriske tilfedde er aredet af pardldogrammet og & trekanten
givet ved henholdsvis [a]b|sinv og 3ab|sinv, hvor v ervinkien mellem & og b
Seatningen felger nu af difinition 10, ickt [ ” b| = b|sinv .
o)
Regnet opgave
Opgave: Pardlelogrammet ABCD er givetved A= (1,11), B=(2,3-4) og

C =(-2,31) . Bestem koordinaterne for punktet D, og beregn aredlet af
pardldogrammet ABCD.

Losing: Vi har umiddel bart, at
x&2-16 e&lo
AB=723-1-.=22_ og
§-4 5 &5
®e2-16 e

0931—92.
él 1@ éog

Kades koordinatsystemets begyndel sespunkt for O, og benyttes at
® ®
AB = DC (ABCD &r jo et pardldogram), safas

14



ae20 aelo ae%
® ® ® = 9 Q
2.=71.

OD OC+CD
élﬂ é&a éGﬂ

Vi kender da D's stedvektor, hvoraf kan aflesses, at D = (- 3,1,6) .
® ® 3409
For a finde aredlet & ABCD, safindervi AB AC =...= 215, , og aredlet
8%
a ABCD er dalig

®
c( =102 +15? +82 = /389

Opgaver
2.1  Lad vektorerne 8,b,¢ ogd vae givet ved
e 20 a30 20 80
a=S2> b=%0. c=%27 oy d=%.
é-l% éz% é-l% és‘
Bestem
aab by a’ ¢ o b ¢
d a (b ¢c) e (a b) ¢ fy & (b +c)
) aredlet af parallelogrammet udspaandt & b og d

h) aredlet af trekanten udspandt af ¢ og d
i) vinklenmellem & og b
j) Ervektorerne & og d mon parallelle?

15



4.3 Planer og linier

Vi vil nu sg, hvorledes man kan beskrive planer og linier i rummet. Beskrivelserne vil pa mange
méder minde om beskrivelsen & linier indenfor plangeometrien.

p / ‘p&

En méde at karakterisere en plan pa er ved hjadp af en normalvektor. Betragt figuren
ovenfor. Her er normalvektoren fi en egentlig vektor, som stér vinkelret paplanen, og P, er

et fast punkt i planen. Det ses, at punktet P ligger i planen, netop nér
®
RPN
Dette kan vi brugetil & finde en ligning for planen:

P

0
Lader vi normalvektoren i have koordinaterne n = gb: og punkterne B, og P have
S
o X0
koordinaterne Py = (Xq,Y0,25) 09 P=(X,y,2),der RP = éy- Yo Betingelsen
Z- 2,0

® ®
A" PyP kan daomformulerestil fi xRy P = 0, og indszdtes ovenstéende koordinater fas
ligningen for en plan:

Satning 17 (FS)
ot
Planen med normavektoren fi =9b; (it 0), og som indeholder
écE
punktet (Xo, Yo,2p) , har ligningen
a(x- Xp) +b(y- yo) +c(z- 7) =0

Ergtatter vi tdlet - ax, - byy - €z, medtdlet d i denneligning, s fés en dternativ form for
planens ligning:

(18) ax+by+cz+d=0.

16



Eksempel
yz-planen i koordinatsystemet er den plan, der indeholder bade y- og z-aksen. Vi vil
finde en ligning for denne plan:
Farst bemagker vi, a i er en normalvektor for denne plan. Dernaest observeres, a
denne plan indeholder punktet O = (0,0,0) . Dette giver ligningen

Ux-0)+0(y- 0)+0(z- 0) =
eler, smplere skrevet
x=0
Tilsvarende ses xz-planen a haveligningen y = 0, og xy-planen har ligningen z=0.

En anden méde a beskrive en plan pa er ved hjadp af en parameterfremstilling. Nu er
planen et todimensionalt objekt (mere herom senere), sa det er nadvendigt med to parametre:

/Y

Vi vadger et punkt B, i planen, samt to i kke-parallelle vektorer (retningsvektorer) p og
g, som er pardlele med planen. Pafiguren ses, at punktet P ligger i planen, hvis og kun hvis

®
der findesredletd sogt, sdat PyP = sp+1{ . (sogt kaldes parametrene i
parameterfremdtillingen.)

aP, 0 a8, 0
Ladervi By = (X9,Y0,%), P=(X,Y,2), p= gpz_og g= qu_,sakanovenstaende
psg Q3ﬂ

ligning omskrivestil den enddlige udgave a parameter fremstillingen for en plan:
B0 g0 a6 a0

(19) ¢ _-gyo_+s p2_+t9q2_
5 Eis Ens Sos

Eksempel
yz-planen frafer har fdgende parameterfremdtilling:

17



- denne plan indeholder nemlig punktet (0,0,0) og har retningsvektorerne j og k

Vi vil nu se, hvorledes man kan ga fra den ene beskrivelse af en plan til den anden.

Regnede opgaver

Opgave: Find en ligning for planen med parameterfremdtillingen
&0 ado &40 a@o
¢ _-92_+s 1_+t
é ém

Lesning: Vi ser umidddbart af parameterfremdtillingen, at planen indeholder punktet
(1,2,3). Endvidere er vektorerne
&0 a8
_G l_ og T
65 éfu

ikke-pardldle retningsvektorer for planen, idet deres krydsprodukt ikke er
nulvektoren. Vi finder en normavektor A for planensom A =1, " 1y:

ae13t_')

#29_4;
S s
Heraf ses, a en ligning for planen er
-13(x- 1) - 4(y- 2)+8(z- 3)=0
eller, skrevet panere,
-13x- 4y+8z- 3=0

Opgave: Find en parameterfremdtilling for planen med ligningen
2x-2y+2+3=0.

Leming: Strategien er at finde tre punkter A, Bog C i planen. Disse skd ikke ligge pa

® ®

sammenlinie. AB og AC er dato ikke-pardldle retningsvektorer for
planen.

Sadtes x =y =0, sAses, at punktet A = (0,0,- 3) ligger i planen.

Tilsvarende kan man sate X = z = 0, hvilket giver, a B = (0, 2,O) ligger i

planen. Enddlig ligger C = (- 5,0,0) i planen.

® ®
Vi finder retningsvektorerne AB og AC:
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xe0-00 &80 & 3-00 &b
® C +  GaT ® C 2 = C 22
AB=¢ 3-0.=3. AC=§0-0:=£0-
éo- (- 35 §35 &- (-3 &35
| det
& 20
® ® (; -
AB  AC=(%:10,
& 95

® ®
e AB og AC ikke pardldle. Parameterfremdtillingen bliver nu
ae<o ae00 aé30 ae3 o

_GC
éO +E +tg 0=
3@ O@ ' §ﬂ
Opgave: Find en ligning for planen indeholdende punkterne A = (1,2,3), B = (1,0,0)
ogC=(-23)).

Lesning: Vi har brug for en normavektor fi til planen. Denne vektor kunne f.eks. vaae

® ®
n= AB" AC (forudsat, a denneikke er nulvektoren):

A-16 a006 &2-10 23
® ¢ + ¢ T ® ¢ + ¢, +
AB=20- 2. =% 2. AC=23-2.=21_
-3p &-3p §1-37a é-zB
&l 0
_ ® ® g -
n=AB" AC=29.
60

Idet planen jo gar gennem (1,2,3), sAfér vi fdgende ligning:

7(x-1) +9(y- 2)- 6(x-3)=0

Enliniei rummet kan desvaare ikke beskrives ved en ligning - som vi ska se nedenfor, saer
det nadvendigt med to ligninger. Men vi kan stadigvak finde en parameterfremdtilling, ganske

som i plangeometrien:
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Satning 20 (FS)
a8, 0
érz_ gennem punktet (Xg, Yo%)

30

Linien med retningsvektoren I =

har parameterfremdtillingen

&0 a0 a0
Gy =Sy Tail

é yO— gz—
[0
Regnet opgave
Opgave: Find en parameterfremdtilling for linien gennem punkterne A = (1,4,8) og
B=(-350).
Lesning: En retningsvektor for linien mavege
o 3- 10 ae 40
nr _ ©
AB=_.5- 4
éo 8;21 é 85

En parameterfremdtilling for dennelinie er da

a0 &o ae4o
Syo=SaitEl

é §8 éSﬂ

Vi skd nu se pa, hvorledes planer og linier kan skagre hinanden. Vi starter med at betragte
fadlesmaangden mdlem to planer:

Saetning 21 (LS)

Toplaner a og b er enten
a) sammenfddende
b) pardldle, og uden fadles punkter, dler
) skaaende - fadlesmaagden er daenlinie.

20



/
/ /
/

(Figuren illugtrerer tilfaddene b) og c). )

Bevis:
Vi lader ligningerne for de to planer veae
a:ax+by+cz+d, =0 og
b:a,x+b,y+c,x+d, =0
De to normalvektorer betegnes fi, og f, - vi har dtsd

@10 mzcl)
Ma=dbhs o9 h,=gh,.
5 C,

Hvis begge disse normalvektorer er pardlelle, i er planerne ligeledes parallédlle, og vi
er i tilfadde a) dler b).

Hvis disse to tvaavektorer ikke er pardlele, saved vi, at krydsproduktet

n, n? 0. Dette betyder, at mindst en af koordinaterne i dette krydsprodukt ikke
er nul.

Lad osi farste omgang antage, at det er x-koordinaten, som ikke er nul. Denne x-
koordinat er lig

a

b, 01‘
b, ¢

Vi kan nu parametrisere de fadles punkter pAa og b ved a parametrisere lesningerne
til ligningssysemet

1 ax+hy+cz+d, =00
%a2x+b2y+czz+d2 =0f§'

Dette gares ved at kalde parameteren t, og lade X = t . Ligningssystemet kan da
omskrivestil

iby+tcz=-at-d 0
%b2y+czz =-apt- dz%
Dette ligningssystems determinant er netop
by 01‘
b, ¢

D=

21



som jo er forskdlig franul! Ligningssystemet kan derfor |eses; lesningen bliver

-at-d; ¢
_[at-dy G _-aGt- dic, +act+cd, _
Y by 01‘ biC, - byg
b, ¢

AC - HCo ¢ d, - c,d;

bic, - bop  BiCy - byg
og ¢ tilsvarende kompliceret udtryk for z. Det vigtige her er at bemaake, at begge
udtryk er linesare, dvs. a formen y = f,t+g, og z= fst+ g5, hvor f,, f5,0,
0g g; e redletd. Et punkt i lesningsmaangden til det oprindelige ligningssystem kan

da udtrykkes ved
a0 ano aelo
¢ ‘_9

é ggz éfsﬂ.

0g dette er jo parameterfremdtillingen for en linie!

Enddig ska man betragte det tilfadde, hvor x-koordinaten for normalvektorernes
vektorprodukt fi, ~ 1, er nul. Menidet vi har antaget, at dette vektorprodukt ikke er

nulvektoren, sSAmaenten y- dler z-koordinaten vagre forskellig franul. Vi bruger da
denne koordinat i stedet for x som parameter i ovenstéende beregninger.
0

Eksempel
Vi vil bestemme fadlesmaangden og vinklen mellem planerne a og b med ligningerne
a:- x+2y+3z=1 og b:2x+2y+3z=0
Vi garter med a bemaake, at planernes normalvektorer er

216 20
ﬁa:ézi og nb—gzz,
30 3o
og a
0 6
A, f,=59.10
6%

hvilket betyder, at planerneikke er paralelle. Fedlesmaangden er enlinie,

Desvaare er x-koordinaten for krydsproduktet ovenfor lig 0, sametoden i bevisat for
sadning 21 kan ikke umiddelbart bruges. Men vi kan bare lade parameteren vagey i
stedet for x.

Ergtatter vi sdledesy med t, sa fas ligningssysemet
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1-X+3z=1+2tQ
{ 2x+3z—-2tgv)

s0om |@ses ved determinantmetoden

-1
D:‘Z j:-b@- 2x3=-9

1+ 2t
D =[  J=@+203- (-20)3=3+12
o =[* 1+2t—( (- 2t) - 2(1+2t) =-2- 2t
272 -2t -
dler
De_3+12_ 1 4
D -9 3 3
=Dz _-2-2t_2 2
D -9 9 9

Skagingdinien har dtsa parameterfremdtillingen

axo ae—o ae—('j

Qy:—go +tgl_
ézz &2y &2

Vinklenv mdlem a og b s&straksa vaze lig vinklen mellem normalvektorerne
i, 0g n, . Denne vinkel findes vha. standardmetoderne:

Oosvzﬁaﬂb: -D)XR+2%+33 _nu
A ||ﬁb| J(- 1)2+22+32422+22+32 V1417

V= arccos% /_ J_ » 445185°
\

Eksempel
Vi vil finde fadlesmaangden mdlem planernea og b givet ved
&0 a0 a0 e&lo

og b: gy_—gl_+ QO +t92

Det |etteste er her at indsadte udtrykkene for x, y og z frab's parameterfremdilling i a
'sligning. Herved opnas en sammenhaang mellem parametrene sog t, og den ene
parameter kan dimineres.
2(1+2s+t)- (1+2t)- (1+s- 3t)=9
v

v

a:2x-y-z=9

3s+3t=9

s=3-t
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Dette udtryk indsadtesi b's parameterfremdtilling, hvorved skagingdiniens
parameterfremdtilling opnés:

a0 a0 B0 eelo @+6-2t+td &0 aelo
Cyi=St+@-nlo+ti2:=8 142t 1=%14t82
§4z

Go 5 B B Bles-toas S

Den hitre erfaring viser, at hvis begge planer er beskrevet ved en parameterfremdtilling, sa der
det nemmest & omskrive den ene parameterfremdtilling til en ligning, far man finder
skagingdinien.

For linier i rummet gedder falgende ssgning:

Sagning 22 (LS)

Tolinier | og mi rummet er enten
a) sammenfadende,
b) pardldle og ikke sammenfadende,
C) skagende, dller
d) vindskeeve.

Bevis:

At to linier er vindskaeve betyder smpelthen, at de hverken er pardldledler
skagende - sefiguren illusrerende tilfaddene b), ¢) og d). Beviset for ssgningen bliver
med denne definition trivielt, idet tilfadde d) opfanger det, som ikke harer ind under a),
b) dler ¢).

/ X X

padldlelinier skagende linier vindskeave linier

Sadningen fortadler desvaare ikke, hvorledes man undersager to liniers beliggenhed i forhold
til hinanden. Metoden er som falger:

Man starter med a undersage, om linierne er pardldle. Dette gares ved at undersage, om
retningsvektorerne er pardldle.

24



Er retningsvektorerne pardldle sa er linierne enten sammenfadende dler pardldle og
forskdlige. Man undersager da, om linierne har et fadles punkt - har de det, sd der de
nedvendigvis sammenfaldende.

Er retningsvektorerne ikke paraldle, sa sadter man deto liniers parameterfremdtillinger lig
hinanden og opnar 3 ligninger med de to ubekendte sog t. To &f ligningerne opfaites som et
savanligt ligningssystem og lases, f.eks. ved hjadp af determinantmetoden, og Igsningen (en
vaadi for s og en vaadi for t) indsadtesi den tredie ligning. Passer den, sa skager linierne
hinanden, og passer den ikke, sA er linierne vindskaave.

Nu kan man vage uhddig, sledes a determinanten for de to udvagte ligninger giver 0. Men
denne determinant er en af koordinaterne i de to retningsvektorers krydsprodukt, og er
retningsvektorerne ikke paralldle, s er dette krydsprodukt ikke nulvektoren. En &f
koordinaterne ma da vegre forskellig franul, og man vadger derfor sineto ligninger ud fra
dette.

Eksempel
Linierne givet ved

ae<o ado ae 10
— Qz + %g og

é §3@ 4%
er pardldle, idet krydsproduktet af retningsvektorerne er nulvektoren (Prav!)
Punktet (1,2,3) ligger paden enelinie, og for at se, om det ogsa ligger pa den anden,
safinder man en eventudl vaadi for parameterent:

11=3+2t( |t:-1u

to=7-at) 0 =2 y

13=1- 8}, ft=-1

I C:

Det er lidt svaat for t at opfylde dle tre betingelser samtidigt, sa punktet (1,2,3) ligger
ikke pa den anden linie, og deto linier er derfor ikke sammenfaldende.

Eksempel
Linierne givet ved
a0 ado oo &0 el a8
(; —92_+t95 og gy 92_+t9;
e vindskaave:

Vi darter med at udregne krydsproduktet af retningsvektorerne:
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aé('_j a@o B - 2>60 *®8 0
2. =5650- 4%, =5-16.1 O

ézc;) é‘lﬂ é4>Q 056 éSﬂ

Linierne er dtsdikke pardldle. Vi bruger metoden ovenfra, efter at vi har omdgbt den
ene parameter til s:

I lrd=-1 g
[ 2+5t=2+2sy
13+6t=-3+4g

|det alle tre koordinater i krydsproduktet er forskellige fra 0, sd vedger vi a lase deto
farste ligninger og anvende den tredie som kontrol:

| 1+4t=-10 . 1 4=-2 0
{2+5t=2+28) = {-2s+5t=0}
0 -2 4
D= =8  Dg= =-10
-2 0
0 -2
Dt_ :'4
-2 0
Ds_-10__4 (=P _-4_1
D 8 5 D 8 2

Dette indszdtes i den tredie ligning:

2+6t=-5+4s b 2+6X-3)=-5+4x-3) 0O -1=-4
Dette er tydeligvis ukorrekt, sa deto linier har intet skagingspunkt, og er derfor

vindskeeve.
Eksempel
Linierne med parameterfremdtillingerne
ae<o ®&50 &80 &0 ®80 a60
Vo= S 6o+t oy Syi=% 8 l+si-4.
é §4z élﬂ éza §~106 5%

skeger hinanden i punktet (2;4;- 5) :
For det farste er linierne ikke paralélle, idet krydsproduktet af retningsvektorerne ikke
er nulvektoren:
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aé30 ®e60 & 2°5- (4)><Lo &l 6
S 4 =% 14-6)-58 _=4-21.10

ém 55 >(—4)-(-2)>6ﬂ 05
Vi har derfor ligningssysemet

i 5+3t=8-6s U i 6s+3 =310

| 6+2=8-45y O |4s+at=2y

1-4+t=-10+5g L 55+t—-6|O
Vi legser deto farste ligninger og bruger den tredie som kontrol:

i 6s+3t =30

%,4s+2t:2g

6 3
D= =6X-4x3=12-12=0
4 2

UPS - determinanten blev jo nul!
Tjah - det kunne man jo have sagt Sg selv - denne determinant er jo krydsproduktets
z-koordinat, og denne er jo nul. Sai sedet for a vadge de to farste ligninger vadger vi
f.eks farste og tredie ligning - deres determinant er krydsproduktets y-koordinat
(pénaa fortegn), og denne y-koordinat er jo ikke nul:

i 6s+3t=310

{-5s+t =-6)

Indsceites dette i den sidgte ligning fas
4s+2t=2 b H1+2>(-)=2 U 2=2
og dette er jo et sandt udsagn. Linierne skaarer dtsa hinanden.

For at finde skagingspunktet indssdtesenten s=1 dlert =- liend
parameterfremdtillingerne. Vi vadger at indssdte s=1.:

ae<o ®8 0 3860 &a20
=& 8 l+bE-4 =34l

é élOz 5% é—SE
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Dette er altsa stedvektoren til skagingspunktet, som derfor har koordinaterne
(2,4,- 5

Enddlig gedder der fagende sagning om skagingen mellem en linie og en plan:

Saetning 23 (LS)

Lad a vageenplanog | vageenliniei rummet. Da gedder enten
a) a og | skegrer hinanden i et punkt, eler
b) | erindeholdti a, eler
C) a og | er pardldle og har ingen punkter tilfadles.

vy,

Bevis:
Lad a haveligningen ax+by +cz+d = 0 oglad | have parameterfremdtillingen

&0 a0 a0
9‘_9

y0_+ ter, .
é ér?,ﬂ
Ved indsztelse af parameterudtrykkene for x, y og zi ligningen for a fasfdgende
udtryk:
a(xo +try) +b(yq +1try) +c(zg +r3) +d =0,
som kan omskrivestil
t(ary +br, +cr3) = - (ax +byg +czy +d).

Idet vi kader a's normalvektor for 1 og I's retningsvektor for ", kan vi skrive dette
som

t(n>r) = - (axo +hyp + ¢z +d)
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Hvis > 1 0, dvs hvislinien ikke stér vinkeret pa planens normavektor (eler, hvad
der er det samme, linien og planen ikke er pardlélle), sa har denne ligning netop en
leaning for t, og dette giver netop et Skagingspunkt.

Hvis A >F = 0, SAer linien og planen pardldle, og antalet af |esninger afhaanger of

hgjresiden.
Hvis hgiresiden er 0, saer dle mulige vaadier for t Igsninger, og linien | er indeholdt i
planena.
Hvis hgjresiden ikke er 0, safindes der ingen I@sninger, og linien og planen har ingen
fadles punkter.
(Bemagk, at denne hgjreside er lig - (punktet (Xq, Yo,Zp) s koordinater indsat i
planens ligning)).
0
Eksempel

Linena givet vedligningen X +y +2z+2 =0 oglinien | givet ved
parameterfremdtillingen

a0 add &30

¢ _—Q2_+t9 L

o b G2

skager hinanden i punktet (-5, 4, -1):
Indsadtelse af parameterfremdillingen i planensligning giver nemlig ligningen

1+3t)+(2-t)+(3+24)+2=0

som reducerer til

Indsadtes lgsningen t = - 2 i I's parameterfremdtilling, s fas skaaingspunktet
(-5,4,- 1.

Opgaver

31 a Find en parameterfremdtilling for planen med ligningen
2x-3y-2+9=0

b) Find en ligning for planen med parameterfremdtillingen
ae<o a0 ado ae30
—94 +sgl_+t
éOz

S

) Find en ligning for planen gennem punkterne ABC, hvor
A=(13,4) B=(-2,0,6) og C=(0,4,- 2
d) Begtem vinklen melem planernei @) og b)
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3.2

3.3

34

€) Ligger punktet D = (3,- 1,6) i nogle & detre planer fraa), b) dler c).

a) Bestem en parameterfremdtilling for linien gennem punkterne
(8,3,1) og (-7,4,9)
b) Kan man opskrive en ligning for denne linie?

Planerne a, b, g og d er givet ved:
a:3x+7y-4z=9 b:2x- 4z+6=0
&0 a6 a8 20
—96 + 4.+t

o3 e e i

ae<o a6 0 aelo @o
_g 2 +Ez_+t
é 15
a) Bestemfadlamengdm melema ogb.
b) Bestem fadlesmaangden mdlem b og g.
C) Vis, @ a og d skeger hinanden, find deres fadlesmaangde og find vinklen

mellem de to planer.

d) Bestem fadlesmaangden mellem gog d.
€) Begtem vinklen mellemgog d.

) Bestem ligningen for den plan, som stér vinkelret pa béde g og d, og som gar

gennem punktet (0,0,0).
Liniernek, |, m og n er bestemt ved parameterfremdtillingerne:
a0 8920 8830 &0 aB6 &40
Vo —glo +18 I:gy;=9—3;+tq—l:_
é 69 éOﬂ ézB §2E él?a

g e m s s
=S5 4 tg n:dy-=A3.+t 5.
é élz éOz ézfa 4% é—zfa

Bestem fadlesmaangderne og beliggenhedsforholdet mdlem

a) kogl
b) kogm
C) kogn
d) mog n.

€) Begtem endvidere vinklen mdlem linierne k og n.
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35

3.6

Planerne a, b, g ogd er somi opgave 3.3, og liniernek, |, mog n er somi opgave

3.4.
Bestem fadlesmaangden og bdiggenhedsforholdet melem

a) a ogk
b) bogl
C) dogm

d) Bestemn vinklen mdlem planen g og linien 1.

Samme planer og linier som i opgave 3.3 og 3.4.
a) Bestem en parameterfremdtilling for den linie, som indeholder punktet (8,-1,4)

0g som st&r vinkelret pa planen g.

b) Bestem en ligning for den plan, som st& vinkdret palinien n og som
indeholder punktet (0,0,3).

C) Begtem en ligning for den plan, som er pardld med linien | og som indehol der
linenm.
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4.4 Dimensionsbegrebet

| dette afsnit vil vi kort studere dimens onsbegrebet.

Groft sagt er dimension lig med antal frihedsgrader. En frinedsgrad kan betragtes som en
retning, et punkt kan bevage 9g i.

Mere praist kan vi Sige, at talinien

er 1-dimensiond - et punkt padenne talinie kan kun bevase sig i én retning, nemlig
frem/tilbage. En anden made at sige dette pa er at konstatere, at et punkt patallinien kan
beskrives ved én koordinat - til enhver position svarer der netop é ta, og omvenct.

Planen er to-dimensond: Ethvert punkt i planen har to bevaagel sesmuligheder: fremitilbage og
op/ned. Alternativt kan ethvert punkt position i planen beskrives med to koordinater.

Rummet er tre-
dimengondt, idet vi skal bruge tre koordinater til at beskrive et punkts position.

Indenfor relativitetsteorien arbejder man med den sakaldte rum-tid. Et 'punkt’ i denne
maagde er en begivenhed, som beskrives ved fire koordinater: Tiden, til hvilken
begivenheden fandt sted, og de tre rum-koordinater. Rum-tiden er sdledes fire-dimensiond.

Rum dler maangder af hgjere dimension optraader hyppigere end man tror. F.eks. kan man
beskrive produktionen hos en ostefabrik, der producerer 8 dags oste, ved 8ta - et ta for
hver dags og. Vi siger, at osteproduktionen er et punkt i et 8-dimengondt rum, hvor den
farste dimension beskriver den producerede maangde af ost nr.1, den anden dimension
maangden &f ost nr. 2, etc.

Problemet med disse hgjere-dimensionae rum er desvaare, at det er rimeligt sveat at foretille
39 dem, endsige a tegne dem.

For at vende tilbage til rumgeometrien kan vi betragte de forskellige objekter, som optraader
her, og deres dimensondlitet. Vi kan lave fdgende lille tabd:
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Objekt Dimension
punkt 0
line 1
plan 2
rummet 3

Vi kan sg, a en plan er 2-dimensond, idet den kan beskrives ved en parameterfremdilling
med to parametre. En anden méde at finde denne dimension paer a sige, at & punkt i en plan
har to frihedsgrader: Som punkt i rummet har det tre frihedsgrader, men ligningen for planen
indskramker dets bevasge sesfrined med en frinedsgrad. Der er sato frihedsgrader tilbage.

Tilsvarende er en linie 1-dimensiond, idet en linie kan beskrives ved en parameterfremdilling
med én parameter.

Her ser vi ogsa grunden til, a det er umuligt a beskrive en liniei rummet med en ligning. Var
dette nemlig muligt, saville linien jo blive 2-dimensiond.

Men vi kan beskrive en linie med 2 ligninger - disse to bindinger pa koordinaterne efterlader
lige prascis en frihedsgrad. Men ved at beskrive en linie med to ligninger, s3 beskriver vi
faktisk en linie som skagingen mellem to planer.

Endelig ser vi, a & punkt er O-dimensiondt. F.eks. kan vi beskrive punktet (1,2,3) pato
mader: Enten som den lidt keddlige parameterfremtilling

=0 0

Gyo= g2

S5 S

som indeholder O parametre, eler ved de tre ligninger
x=1,y=2,2=3.

Idet hver ligning aeder en frihedsgrad, ser vi, at punktet er O-dimengondt.

Ovenstéende skal dog tages med et gran salt; man kan dog godt komme ud for, at en
punktmaangde i rummet, som beskrives med én ligning, er O-dimensiond og ikke 1-
dimensiond. F.eks. fremdiller ligningen

X2 +y?+272 =0
den 0-dimensionae punktmaagde {(0,0,0)} :
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4.5 Afstandsbestemmelse i rummet

Vi vil i dette kapitd give formler for, hvorledes man kan bestemme afstanden mellem de
forskdlige objekter i rummet, nemlig punkter, linier og planer.
Vi darter med en a de nemme formler:

Satning 24 (FS)

Afstanden mellem punkterne P = (Xq, ¥1,2;1) 09 Q = (X, ¥>,2,)
e givet ved

|PQ|:\/(X2' X1)2+(Y2' Y1)2 +(z; - 21)2

Bevis:
5 - X0
Denne saning er en direkte konsekvens af saaning 3, idet PQ = (;y2 - y1;
Z- 279
og dermed

®
|PQ|:‘PQ(:\/(X2 - X)2 (Y2~ V)2 H(z - 7)?
o]

Eksempel
Afstanden mellem punkterne A = (7,3,1) og B=(-1,- 2,3)
findes ganske let:

|AB|= (- 1- 7)+(-2- 9% +(3- )2 =/8% +57+2% =03

Fagende saning og bevis ska sammenlignes med plangeometriens ssdning 37.

Satning 25 (FS)
Lad P = (X, V¥,Z;) vaaeetpunktog a:ax+by+cz+d =0
vage en plan i rummet. Da er afstanden fra P til a givet ved

_|axg +by; +cz +d|

va? +b? +¢?
Endvidere gadder, at

a) ax, +by; +cz+d>0 U Pliggeri det postive havrum
b) ax, +by; +cz+d <0 U P liggeri det negative havrum
0) ax, +by; +cz+d>0 U Pligger pia.

dist(P,a)
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Bemagk, a det positive hadvrum er defineret som det halvrum, hvori normalvektoren n

mmvo
&I

peger ind - se tegningen:

I
/s

det pogtive havrum

det negative hadvrum

Bevis:
Lad Py = (Xg,Y0,Z) veaeet punkt pda. Vi har da, a dist(P,|) netop er lig

®
laengden af projektionen af Py P panormalvektoren fi . Endvidereligger P i det

positive havrum, hvis denne projektion er ensrettet med i, og i det negative havrum,
hvis projektionen er modsat rettet i . Se figuren nedenfor, hvor projektionsvektoren

®
PP, er tegnet som den stiplede pil.

-

o]
Vi finder projektionen'
xoo
21 25
o - %0 a0
RP le Yo Eb =a(x - %) +b(y; - o) +e(z - %) =
ézl-zoro'

ax, +hy, +cz, - (axy +byg +czp) =ax, +by, +cz +d
idet axy +by, +cz;+d =0
Projektionen er nu
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®
® P P>fi
PRP. =—2—iq
ST

0g det ses, at projektionen er ensrettet med i, hvis og kun hvis sarrelsen

®
PyPxi=ax, +by, +cz +d

er positiv, og at projektionen er modsat rettet 1, hvis den samme starrelse er negativ.
Endelig fas for laagden af projektionen

® ®
PP [P P
® 0 0
dist(P,a) = |R,P,|= . |ﬁ|: 1 |ax1+by1+czl+d|
i i a%+b?+c?

Eksempel
Lad planen a vagegivet ved ligningen 2x- y+z- 3=0, og punkterne P,Qog R
vaae P=(1,23), Q=(0,00) og R=(2,0,0).

Vi har da, &
|2>§L- 12 +183- q_ 0

ds(h.a)= J22+(p2+12 /6

:0,

saP liggeri planen a,
digoa) 20019 |92
Jzz +(-1)? +12 J6 /6
0g det ses, at Q ligger i planens negative havrum, og
dist(R.a) = 22- 10+ 1>0- q: ! _1
\/22+(- 1)? +12 J6 /6

sARligger i planens positive halvrum.
Specidt kan vi konkludere, a Q og Rligger pahver snside & planen a.

Sadning 25 kan ogsa brugestil a finde afstanden mellem en linie og en plan, og afstanden
melem to planer - nemlig n& planen og linien, dler deto planer, er pardldle

Eksempel
Ladlinien | og planen a vage givet ved
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ae<o Ao &lo
éy —92_+t92 og a:x+y+52=0.

Vi starter med at bemaarke, aloga er pardlelle- vi har nemlig, a

&l o &80
r*—gzxz_ 144-5=0

& 5

saliniens retningsvektor og planens normalvektor er orthogonale. Dette er hedigt, for
hvis| og a ikke var paraldle, saville de skagre hinanden, og deres indbyrdes afstand
villevaze 0.

Pga. denne paralditet kan vi ngies med at finde et enkdt punkt P palinien| og
beregne dist(P,a) = dist(l,a) . Vi vedger punktet P = (1,2,3), som opnas ved a
sadte parameteren t lig 0, og fé&r

>{L+1>Q+5><3+q _2/3

V12 412 +52 «/_ «/§

dist(l,a) = dist(P,a) = L

Eksempel

Planernea og b, hvisligninger er

a:x+y+z=0 og b:x+y+z+3=0
er pardlele, idet de har den samme normalvektor. Dette er heldigt; thi var de ikke
pardldle, sa skar de hinanden, og deres indbyrdes afstand var O.
Som ovenfor vadger vi e tilfaddigt punkt P beliggendei a, og for nemheds skyld
vadgervi P =(0,0,0) . Vi far da

04+0x+04+3 _ 3 -3

J2+12+ 72 «/§

dist(a,b) =dist(P,b) =

Vi fortsadter vor Odyssé gennem afstandsformlernes rige:

Satning 26 (FS)
Afstanden mellem punktet P og linien | gennem punktet B, og
retningsvektoren I er givet ved

dist(P,1) =

Bevis:
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Hvis punktet P ligger palinien |, sd er afstanden 0. Det passer meget godt med, at i

®
dettetilfedde er retningsvektoren I parald med By P . Krydsproduktet mellem disse
vektorer er da nulvektoren, og hgjresden af aftandsformlen forsvinder.

Hvis P ikke ligger palinien |, sd udspaander P og | en plan. Betragter vi denne plan, sa
ser Situationen saledes ud:

! a
: R Q

Qer projektionen af P palinien |, og vores afstand er dist(P,l) =|PQ)
Retningsvektoren I placeres med halen i punktet P,, og hovedet kaldes for R
Vinklen BDPPyR kadesv.

Vi beregner aredet T of trekanten PPyR pato forskellige mader. For det farste ses,
at | PQ| er en hgjde for denne trekant, si den saetivanlige formel giver

T= %m;zgde@rundlinie:%|Pqu 4PQ :%|F|>©Iist(P,I)

For det andet vides fra ssening 16, at

®
T:%F' RP

hvilket tilsammen giver

1., . 1., @
§|r|><d|st(P,I):§r P,P

eller ved omrokering & leddene

®
r’ POP‘

I

dist(P,1) =

Regnet opgave
Opgave: Beregn afstanden mellem punktet P = (1,3 - 2) og linien| med
parameterfremdtillingen
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83X

IO
&lf“u@‘:

aéoﬂé

Vi dtarter lige pa og hardt:

I-O

g

&l-406 ee
P, = (410) PP = 3-1%: 2 -
é—z-oﬁ 26
e 80
® -
F P0P=99£ f|=+32+5 +(-1)% =35
21g
®
F* RyP|=+/(- 82 +92 +212 = /441
— 7 P®
-
dist(P,1) = OPL““‘”:@
! F] J35 4B

Dette var egentligt det ikke sadentt...

Saning 27 (FS)
Afgtanden mellem de ikke-pardldlelinier |; og |, , som har
retningsvektorerne f; og I, 0g Som gar gennem punkterne P, og
P, er givet ved

®
tEa Ly
dist(ly,l,) =———",

hvor N =

-}
=
\
—_
N

Bemaak, at hvislinierne er paralelle, sder vektoren fi = 0, og formlen er ikke S
meget vaad. Vi behandler dette tilfadde senere.
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Vi betragter nu planen a, som indeholder |, og som er paralle med |, . Denneplan
kan f.eks. konstrueres ved a pardlelforskyde linien |, , indtil den skager |, . Den

paraleforskudte linie kan passende kaldes m.
En normalvektor for planener netop fi =1; ~ I, , og endvidere gedder pga.

pardleliteten, at
dist(l;,l,) =dist(a,l,) =dist(a,P,).
Somi saning 25 har vi nu, &

NP P

®
dist(a,R,) =|PP, 4| =

il

hvilket beviser sagningen.

Eksempe
Afganden mdlem Iiniernel og m givet ved

findes

2 é?g Oﬁ
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Hvisdeto linier er pardldle, sAdur sagtning 27 ikke. Men vi kan anvende saning 26 og finde
afstanden mellem dem som afstanden mdlem et vilk&ligt punkt pa den ene linie og den anden
linie

Eksempel
Afstanden melem de pardldlelinier | og m findes:
ae<o &S0 a0

= 2. +tg4 m: ly-

é é 15 é&a z6

Vi finder et tilfeddigt punkt P pAmved at sedte t = 0: P = (2,1,4).
Tilsvarendefindes By padlsom Ry = (5,- 2,-1). Vifa s&

- %;

-l
SFR

58

MO O

20
F=4. | =22 +4% +6% = /56
o5
®e2-50 &3 ®e206
pp=%. (-2o=¢3: p=% 28
- (- Do §5ﬂ é 18

— 7

=22 + (- 28)2 +18% = /1112

dist(l,m) = dist(l, P) = “j%z :\/1:;’79

og

Opgaver

| de fdgende opgaver betegner a. b, g og d planerne defineret i opgave 3.3, k, |, mog |

linierne defineret i opgave 3.4 og punkterne A, B, C og D de fire punkter nedenfor:
A=(13-2) B=(-1-2-3 C=(53-2) og D=(24)

41



5.1

5.2

5.3

54

55

5.6

5.7

Bestem afstandene
a) |AB| b) |AC| ) |C D| d)
BD|

Bestem afstanden mellem planen a og hver & punkterne A, B, C og D.
Bestem endvidere, hvilke a de 4 punkter, der ligger i a ‘s postive havrum.

a) Bestem afstanden mdlem planerne b og g.
b) Bestem afstanden mdlem planernea og b.

Bestem nedenstdende af tande:

a) dist(A,l) b) dist(A,m) C) dist(A,n)
d) dist(B,k) €) dist(D,l) f) dist(B,n)
Bestem nedenstdende af stande:

a) dist(k,1) b) dist(k,n) C) dist(m,n)
d) dist(k,m)

Bestem en ligning for hver af deto planer, som stér vinkelret palinien |, og som ligger i
afstanden 4 fra punktet D.

Begtem en ligning for den plan, som ligger midt imellem de to pardlele planer b og g.
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4.6 Projektioner pa plan

| dette afsnit vil vi studere hvorledes man projicerer vektorer og punkter ned paen plan.

Definition 28 (FS)

Projektionen af vektoren a paplanen a med normalvektoren A er

vektoren
8, =a- &
/N
A /,
8
a ga

Saning 29 (FS)
Projektionen @, af vektoren & paplanen a med normalvektoren fi
e givet ved

asn A" (a" n)

ol

Bevis:

Ifdge ssaning 9 har vi umiddelbart, at
a>

Q
S

g

8, =4- 8;=4-
L

Det andet lighedstegn vises ved hjadp & sadning 15, a):

A’ @ n)_([Af)a- @mn_i°a A
if* i A v
6

Eksempel




a80
Projektionen af vektoren a = éz_ paplanena:x+y+z=0 e givet ved

77}
&30 o 80 B =20
. _ = = _GCv 3X+24+64¢+_¢+ 1llg+_C 7
a, =a- a; = 2-- L =32 . T =A- 2
a i T TR 12412 éﬁ, TT 3¢ ¢ 3T
62 6 &5
a0

idet planen har normalvektoren i = fé

Bemagk, at det ikke kan betale sg at bruge formlen med det dobbelte krydsprodukt
- der bliver for mange regnerier!

Definition 30 (LS)

Projektionen P, a punktet P paplanen a er defineret som

skagingspunktet mellem a og den linie, som stér vinkelret paa og
som g& gennem P.

Denne definition fortadler, hvorledes men i praksis finder projektionen af et punkt paen plan:

Eksempel
For a finde projektionenaf P = (31,0) pa planen a:x+y- z+2=0 bemagker

vi fardt, a en normavektor for a, og dermed en retningsvektor for linien gennem P
vinkdret pda er

n=c1.
S

Denre linie har da parameterfremdtillingen
&0 a0 elo
Cyi= gl +tE 1

i ke b

og sates detteind i planensligning, sAfés
B+t)+(1+t)- (-D+2=0 U t=-1



Denne parametervaadi giver det punkt, hvor linien skagrer planen, dtsd P, . Indssdtes
dennei parameterfremdtillingen fés

P=(3-2.1-1,-()=(%1.-%.D.

Regnet opgave
Opgave: Find koordinaterne til spgjlbilledet af punktet P = (0,0,0) speleti planen
a:2x+y-z+3=0.

Lesning: Linien gennem P og som st&r vinkelret pda har parameterfremtillingen
ae<o 80 ae20
Syo=Soo 1l

G b b

Indsadtes dettei a'sligning, safés
2(2t)+t- (-t)+3=0 U t=-1
Linien gér altsAgennem P for t = 0, gennem a for t = - 2 og m& da passere
gennem P's spdilbillede, ndr t = 2 X(- %) = - 1, idet dette punkt har samme

ddandtil a som P. Sadtes t = - 1 i parameterfremdtillingen, sa fés
spejlbilledets koordinater (- 2,- 1,) .

Opgaver

6.1  Hvorfor maman ikke anvende sadning 29 til at finde projektionen af et punkt paen
plan?

6.2 Lad punktet P =(2,- 4,6) ogplanen a : X- 3y +2z- 2 =0 vagegivet.
a) Bestem projektionen af punktet P paplanen a.

b) Bestem spdlbilledet af punktet P under spalingeni planen a.
Lad endviderelinien | vaae givet ved parameterfremdtillingen:

ae<o ®&30 a8
L=S 4l +tl0L

é élz éB@

C) Bestem en parameterfremdtilling for den linie, der opnés ved a projicere | ned
paplanen a.
(Vink: Det nemmeste er a finde den linie, som g& gennem projektionerne af
pa punkter fral).
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4.7 Kugler

Kuglen er et ganske velkendt geometrisk objekt. Vi giver dog aligeve den formdle definition:

Definition 31 (FS)

Lad r > 0 vageet pogtivt redt td, og lad C vaae et punkt i rummet.
Kuglen med centrum C og radiusr er defineret som punktmaangden
bestdende af de punkter P, som opfylder

ICP|=r

Satning 32 (FS)
Kuglen med centrum C = (Xg, Yp,Z,) og radiusr er givet ved
ligningen
(x- %0)* + (¥~ Yo)* +(z- z)* =r*.

Bevis:
Dette fager a afstandsformlen i saning 24 - vi har nemlig, a punktet P = (X, Y, 2)
ligger pakuglen, hvis og kun hvis
ORI = y(x= X0)2 +(y- yo)? +(z- %)* =1
o]

Idet kuglen kan beskrive med en ligning, sder dimensionen af en kuglelig 3-1=2. Dette
stemmer overens med, at der skal to 'koordinater' eler parametretil, for at bestemme en
position pa en kugle. Et sddant 'koordinatsystem' er velkendt: Jordoverfladens laangde- og
breddegrader.

Regnede opgaver
Opgave: Find ligningen for kuglen med centrum (3;- 1,9) og radius 3.
Lesning: Vi har umiddelbart, a den sagte ligning er

(x- 32 +(y+1)?+(z- 9=,

Opgave: En kugle har ligningen
X% +y2+7%- 2x+4y+6z- 1=0
Find centrum og radius.

Lesning: Vi omskriver ligningen til
X% - 2x+y2+4y+72 +62=1

0
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(x- D2+ (y+2)? +(z+3)?=1+2+4+9=16
hvoraf det ses, at kuglenscentrumer (1,- 2,- 3), og a radiuser 4.

Opgave: En kugle er givet ved ligningen
X2 +y?+27%-4z=0
Bestem en ligning for tangentplanen til kuglen med raringspunktet
P =(0,0,0).
Lesning: Vi ser hurtigt, a denne kugle har centrum C = (0,0,2) og radius 2.

®
Tangentplanen, som rarer kugleni C, stér vinkelret pa 'radiusvektoren' PC,
som derfor er en normalvektor:

R Al
PC =20- 0. =20
S 5 &2
|det tangentplanen g&r gennem P = (0,0, 0), sAbliver ligningen

O(x- 0)+0(y- 0)+2(z- 0)=0

som kan omskrivestil
z=0

Det ses, a denne tangentplan faktisk er xy-planen.

Opgaver
7.1  Undersag, om nedenstdende ligninger faktisk beskriver en kugle. Hvis de gar, saangiv
centrum og radius.
a) X2 +y2+72 - 2x+4y- 6z- 11=0
b) X2 +y2+7% - 4x+4z+8=0
0) X2 +y2+7% - 3x- 6y +5x+38=0
d) x> +y*+7° - x+y-3z+1=0

7.2 Enkugle har centrumi punktet C = (1,- 3, - 2) ogindeholder
punktet P=(3,- 1,- 1)
a) Bestem en ligning for kuglen.
b) Bestem en ligning for tangentplanen til kuglen med reringspunkt i P.
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8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

4.8 Opgaver

Ligger punkter A=(82,-1), B=(00,7), C=(2-12) og D=(214) i
samme plan?

| rummet er planen a og linien | bestemt ved parameterfremstillingerne
ae(o a@o ae3o a8o ae<o B0 &0
G2+ SE 4 +t92_ og |:dyr=S2m 4182l

é 5 & §45 ézg élz élz

a Bestemenhgnmgfor planena.
b) Bestem fadlesmaangden mellema og |.
C) Bestem en parameterfremstilling for projektionen af | paa.

Enplan a er bestemt ved
a:x-y-2+3=0

a Bestem koordinatsedtet til projektionen af punktet A=(2,2,- 4)
paplanena.

b) Bestem spejlbilledet af A under spejling i planen a.

C) Bestem afstanden mellem Aog a.

Lad en pyramide OABCD i rummet vage givet - se figuren:

D

O A

Det oplyses, aa O=(000) A=(800 B=(880 C=(080) samt at

hgjden af pyramiden er 12.

a Bestem koordinaterne til punktet D.

b) Bestem vinklen mellem to af pyramidens sideflader.

C) Bestem vinklen mellem en a pyramidens sideflader og dens
grundflade.

En kugle i rummet har centrum i punktet C = (2, - 3,1). Endvidere oplyses,
det, at kuglen har planen a med ligningen
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8.6

8.7

a:x+y-2z2+8=0
som tangentplan.
a Bestem en ligning for kuglen.
b) Bestem koordinatsadtet til projektionen af C paa.
C) Bestem koordinatsadtet til reringspunktet for tangentplanen a.

En kugle i rummet har centrum i punktet O = (0,0,0) og har radius 3.

a Bestem en ligning for denne kugle.

b) Bestem en ligning for tangentplanen a med reringspunkt i
A=(221).

C) Bestem en ligning for den tangentplan, somer paralel med a.

d) Det oplyses, at der findes fire tangentplaner, som star vinkelret paa.
Bestem defire tilsvarende reringspunkter.

Man kan ikke umiddelbart inden for rumgeometrien definere determinanten
for to vektorer - men man kan definere determinanten for tre vektorer. Det
er dette determinantbegreb, vi vil undersgge i denne og de nasste par
opgaver.

Hvis @, b og © er tre vektorer i rummet, s defineres deres fadles
determinant som

det(a,b,c) =(a" b)xc.
Indferes koordinater for de tre vektorer, sa skrives determinanten ofte i
skemaet

yq b ¢
det(d,b,c)=la, b, ¢
a; by cg
a  Bestem determinanten det(d,b,c), n&r
&30 40
__C ) = - .

a=21. b=

il 1B

C
¢ =
3

&

b) Bevisformlen
det(d,b,c) = - det(b,a,c)
Rakkefelgen af de tre indgdende vektorer er dtsaikke ligegyldig.

Et koordinatudtryk for determinanten er ret kompliceret, men det skal ikke
forhindre osi at prove:

C) Vis, ved direkte udregning, at
a b ¢
a, b, Cyl=ab,c3- abC, +a,bc - abc; +abc, - ab,c,
a; by c
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8.8

(Der er faktisk mening i galskaben - ale led af formen ab;c,

forekommer, forudsat at i, j og k er forskellige indices. Fortegnet er
positivt, hvis raekkefadgen af detreindices er 123, 231 eller 312, og
negativt hvis ikke. Ved de positive raskkefglger kommer tallenei den
rigtige raskkefalge, evt. blot ‘knakket’ over).

En vigtig huskeregel er

d) Vis, a
a; b ¢
b, ¢ b, ¢ b ¢
% b szalbs Cs-azbs Cs+a3b2 G
a3 by C
b, c
Igen bemaarker man, at f.eks. ved leddet a,| ° C2 best&r den lille
3

determinant af den store determinant, hvor man dog har dlettet den
sgjle og den rakke, hvori tallet a; stér.

€)  Visnedenstdende formel:
det(a,b,c) = det(b,c,a) = det(€,d,b) =
- det(a,¢,b) = - det(c,b,a) = - det(b,,c)
f) Vis, a
det(da,a,b)=0
det(a,b,sc +td) = sdet(a, b, ) + tdet(d,b,d), for st1 R.
0 Vis, at de tre vektorer @, b og ¢ ligger i samme plan, hvis og kun
hvis det(a,b,c) =0.
(Vink: € =sa+1tb).

a Den geometriske betydning af 3x3-determinanten er:
Voluminet af det parallelepipedum, som udspandes af a, b og ¢, er
lig ‘det(é,B,C)‘ - sefiguren

__/

8

Bevis dette- retningen af krydsproduktet & b spiller envisrolle.

b) Bestem voluminet af det paralelepipedum, der udspaandes af
vektorerne
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8.9

a&20 200 a&20

a=g £ b=¢ 8. og C= ¢ 3:

3% é— % é- e
C) Bestem  voluminet  af pardlelipipediet  udspandt  af
koordinatvektorerne i, jogk.  Hvilken  specie type

parallelepipedum er der tale om?

3x3-determinanter benyttes bl.a. til at |gse tre ligninger med tre ubekendte,
f.eks. ligningssystemet

1 X +4y+ z =20

|l2x- y+z :5'y
1 3x+2y+4z=1}

a Gear rede for, at |@sningsmaangden til et sadant system enten bestar af
punkterne pa en plan, punkterne pa en linie, et enkelt punkt eller den
tomme maangde.

Opfat i alle fire tilfadde de tre ligninger som ligningerne for tre
planer, og skitser beliggenhedsforholdet mellem de tre planer i de
firetilfadde.

b) Vis, at det typiske ligningssystem kan opfattes som vektorligningen

xa+yb+z¢=d

C) Vis, at |gsningsmamngden er et punkt, hvis og kun hvis

det(a,b,c) ! 0.
d) BevisCramer’ s formel:
Hvis det(a,b,c) * 0, sder lgsningen til ligningssystemet givet
ved
_ det(d,b,c) det(d,d,c)
TUet@abc) det@b.c)
e) Las ligningssystemet i starten af opgaven ved hjadp af Cramer’s

metode.
Det ber bemaakes, at denne metode langtfra er den mest effektive, nar det
drejer sig om lgsning af sddanne ligningssystemer.
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ae<oae00 ano

3) |inien§
X

110+t

c) linien Qy =9
éz?a §»30,57a

T=S37 4817
2 §3/2g él/Zﬂ
6 126 23200
0 Con

fio6s
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d V14 e J21 )9
® 270 P 3] 210
j) 12457 k) ¢-8L 1) 091
-54g é 2,4g
BC| =
PC =62,88°
-1) og (2,4 3.0)
IBC| =+/13
PC =109,08°
415 2 0
o) 6. féa_ fSa
Y G bo
j) nej

b) 12x+18y- 11z- 107 =0

d) 102,08 e) nej

b) nej

b) tom - planerne er paralelle
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34

35

3.6

5.1
5.2

5.3
54

5.5
5.6
5.7

6.2

7.1

7.2

&0 60 &2

d) I|n|en9 = 4:+t9-l: e) 7846° f) 2x+y+z=0
é él?z; S

a) vindskeave b) parallelle c) skager i punktet (8,8,6)

€) vindskaeve f) 143,26°

8) skemeri (- 2,9 ,6) b) skeaeri (- &,- Z,- 2)

c) skameri(0,18,2) d) 2510°

ae<o aB o aelo

C= L+t b) -4x+5y- 2x+6=0 ) Xx+3y- z- 14=0

é §4z éZz

a 30 b4 c) /59  d) /53
23

dist( A, a)—m dist(B,a):% diSt(C,a):% dist(D,a) =
Punkterne A, C og D ligger i det positive halvrum.

a 6//56 b)0

a /51 b) 2372 ) JJ4049/45  d) /322/5
e V22 ) 11774/ 45

a) 29/4/11 b) 0 c) 178/+/644 d) +/539/10
4x- y+z+c=0 hvor c=11+4./18
2x-42+3=0

o0 a24/136  a1/13
Q) (1-14) b) (022 ¢ Sy.=9-7/13+t554/13.
éza é—l?/l&a 81/13;25

a C=(1-293 r=5 b) punktet (20 2)
c) ingen kugle d C= (_ - E’E f=§
8 (x-D*+(y+3°+(z+2)?=9 b) 2x+2y+z- 3=0
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Sammenligning mellem plan- og rumgeometri

Her folger en kort liste over lighederne og forskellene mellem plan- og
rumgeometrien:

Plangeometri Rumgeometri
vektoraddition vektoraddition
vektorsubtraktion vektorsubtraktion
skalarmultiplikation skalarmultiplikation
skalarprodukt skalarprodukt
tvaa vektor vektor produkt
determinant vektor produkt
ligning for enlinie ligning for en plan
parameterfremstilling for en linie parameterfremstilling for en linie
parameterfremstilling for en plan
cirkel kugle

De begreber, som er meget forskellige fra plan- til rumgeometrien, er kursiverede.
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Kapiteloversigt

Regneregler for vektorer

a8, 0 a@lo
Hvisa = ga2 ogb=Fb,., S8
NI
a@11 +b10 a - b o 53,0
a+ a2+b2_ 3'6:(;32' b, - S§=g%i
éas +b, 0 é P sa;u
Skalar produktet
ap :|§|‘5‘cosv hvorvervinklenmellena ogb. @b U av=0
a@lo a@lo .
. _adb-
é bz =ab +ayb, +ap, & =D
aSz b3z ‘b
Vektor produktet
[a° b|=la]b|sinv, hvorv er vinkien mellem & og b
a0 a@lo aa2b3 agbzo
Lad & gaz_ og b= b2 .Sderd b= a1b3_
§a3g é é - ab o
"b=0 0 ap

Parallelogrammet udspamdt af & og b har arealet ‘é’ 6‘ .

Trekanten udspaendt af & og b har arealet %‘é’ 6‘.

Planer og linier

&0

Linien med retningsvektoren F:gr; gennem punktet  (Xg, Yo,Z) har
S5
&0 a0 a0
parameterfremstillingen gy_ gy i+tgr2:
S5 b5 bns
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20 P, 0

Planen med normalvektoren :gb: og retningsvektorerne p= sz_ og
o5 5
a8, 0
g= quz, og som indeholder punktet (Xq, Yo,2,) , har ligningen
N
a(Xx- %) +h(y- yo) +(z- ) =0
ae<o aa<oo ap6 &80
og parameterfremstillingen yo_ Qp2_+ tng_
é 2,0 o 800

Lad P = (x4, ¥;,7;) vaaeet punkt og a:ax+by+cz+d =0 vaaeenplani rummet.
Daer afstanden fraP til a givet ved
_ ax, +by; +cz +d|
dist(P,a) = |

\a? +b? +c?
Afstanden mellem punktet P og linien | gennem punktet B, og retningsvektoren
er givet ved

®
F* PP

dist(P,1) =

I

Afstanden mellem de ikke-parallelle linier 1, og |,, som har retningsvektorerne r;
og T,, og som gar gennem punkterne P, og P,, er givet ved

®
nxk P,

—- s =

Jhvor i=n " 1.

dist(ly,l,) = i

Projektionen af vektoren a paplanen a med normalvektoren i er vektoren
. . . _. oan__n[n“(@an
d, =a-dy=a- —n= —
i i

Kugler
Kuglen med centrum C = (X, Yo,Z,) 0g radiusr er givet ved ligningen

(X- X)2 +(y- Yo)? +(z- 2)% =12,
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