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4.0 Indledning

Tegningen pa forsiden viser, hvorledes man mener, at Jordens befolkningstal vil
udvikle sig. Som man kan se, sa vokser befolkningstallet hurtigere og hurtigere -
en matematiker kalder denne form for vakst for en eksponentiel udvikling.
Faktisk viser det sig, at eksponentielle udviklinger forekommer mange steder i
den virkelige verden.

Et nedvendigt redskab for a kunne regne med eksponentielle udviklinger og
kunne forstd, hvad der foregér, er regnereglerne for potenser og baggrunden for
indferelsen af potenser. Hvorfor det? Jo, som det fremgdr af nedenstaende
eventyr er de praktisketil handtering af storetal.

Der var engang en Konge, som havde en Vismand, der gjorde Kongen en
stor Tjeneste. Kongen ville da, som Konger har det for Vane, belgnne
Vismanden med det halve Kongerige og en skjgn Prinsesse. Nej, sagde
Vismanden! Istedet foreslog han beskedent, at om Kongen blot ville give
ham nogle Kornfrg pa nedenstdende Made - ja, sa ville Vismanden veere
overordentlig tilfreds! Na, Vismanden, der var ivrig Skakspiller, foreslog da:

for Felt 1 pa et Skakbreet.
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Kongen, der inderst inde var lettet over ikke at skulle af med det Halve af sit
Kongerige, gik straks med pa Tanken!

Opgaver

1L  Hvor mange kornfra skulle kongen af med pa de farste 16 felter?

2L  Mankanregneud, at kongeni at skulle af med 2% - 1 kornfra. Et kornfre
veer ca. 1g. Hvor mange kg korn skulle kongen af med?



4.1 Rgdder og potenser

Vi starter med at fortadle, hvad der egentligt menes med potenser og redder.
Endvidere vil vi udlede nogle regneregler for disse.

Definition 1 (FS)

Lad a vere et positivt tal, og n et helt, positivt tal. Potensen
a" defineres som

a"=a:a:a:aK a (n faktorer)
Tallet a kaldesgrundtallet, mensn kaldes eksponenten.

Eksempel
Nogle potenser er
28=2:2:2=8 24=2:2:2:2
4° =4:4:4:4:4=1024 10° =10:10:10: 10:10 = 10000C
10' =10=10 p3 = pxp>p » 31,0063

Palommeregneren kan man regne med potenser pafalgende made:

T1-30x og T1-68

2% 2 y*| 3 =

10°: 10 y*| 5 =

Indtil nu har alle eksponenter vaaet positive; men hvad nu, hvis eksponenten er O
eller negativ? Kan mani safald tillasgge potensen en fornuftig vaardi?

Lad os udfylde nedenstéende skema:

n -3 -2 -1 0 1 2 3 4

2n

Det er nemt at udregne potenserne 2' =2, 22=2:2=4, 2°=2:2:2=8 og
2% =2:2:2:2=16. Vi satter demind i skemaet:
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n -3 -2 -1 0

on 2 4

(00]

16

Der er et magnster i skemaet:
- hver gang, vi gér et felt til hgjre, sd ganges potensen med 2,
- hver gang, vi gér et felt til venstre, sadivider es potensen med 2.

Hvad er 2°?

Potensen 2° stér et felt til venstre for 2° = 2, s3 2° ma vage 2* divideret med 2,
altsa

Vi skynder os at indsadte dette i skemaet.

n -3 -2 -1 0 1 2 3 4
on 1 2 4 8 16
Hvad er 2717

Denne potens stér et felt til venstre for 2° = 1 og m& derfor vaae halvdelen heraf,
dvs.

2'1:2_O:l
5 2
Hvad er 2727
Denne potens star et felt til venstre for 21 :% og er derfor lig
2'2:2;1:1
2 4
Og enddlig ser vi, a
2-2
23:_:l
5> 8

Skemaet ender altsd med udseendet:

n 3 | -2 1 0 1 2 3 4
on L 1 1 1 2 4 8 16




Nu er der ikke noget specielt ved tallet 2, sA vi kan ligesa godt skrive a i stedet.
Skemaet starter da som

n -3 -2 -1 0 1 2 3 4

a" a a’ as a’

0g igen ser vi mgnsteret:
- gar vi et felt til hgjre, sd skal vi gange med a
- gar vi et felt til venstre, sd skal vi dividere med a

Udfyldes skemaet efter disse regler, safas

0 1 2 3 4

1
N

n

|

-3
1
n 53

2 3 4
a a a 1

N

-1
1
a

Alt dette farer til nedenstéende generelle definition:

Definition 2 (FS)

a’=1 og an :in
a
Eksempel
Udregn: 107’
Svar: 107="+-_1 . 0,0000001

10 10000000



Palommeregneren skal man taste

TI-30x:
10 y* 5 +/ - =

TI-68:
10 y (-) 5 =

Vi bemagker, at uanset eksponentens sterrelse, s er potenser altid positive.
Dette virker ogsa umiddelbart klart, da man tager et positivt tal og multiplicerer
det med sig selv et vist antal gange - og eventuelt dividerer man resultatet op i 1.
Men resultatet er stadigvaek positivt.

Saaning 3 (FS)

am :an - am+n

Bevis:
a™a" = (axax.ca)qaxax.a)=a" "
- uanset vaadien af mog n sa har vi i alt m+ n faktorer.
0

Dette bevis er faktisk lidt snyd, idet det forudsadter at tallene mog n er positive.
Man kan dog let bevise satningen ogsa nar m og n (eller blot én af dem) er
negative.

Satning 4 (FS)

(am)n - am>n

Bevis:
(am)n — am >am X>am — am+m+...+m = am>n
- vi har i dlt n faktorer af formen a™.



Satning 5 (FS)

z_r::amn
Bevis:
ﬁ:amxi:amm‘n:am“'(-n) :am'n
an an
o)
Saetning 6 (FS)
a"b" = (ab)"
Bevis:
a":b" za:a..;a:b:b...b=a:b:a:b..;a:b=
(ab) X(ab)x..Xab) = (ab)"
o)
Satning 7 (FS)
el
b Mb
Bevis:
a' _aaxsa_a a, a_ﬁgk”
b" bxx.b b b b b
o)

Vi har nu bevist potensregnereglerne for heltallige eksponenter. Som vi senere
skal se, sagadder disseregler ogsd, hvis eksponenten f.eks. er en brak.
Potensregnereglerne kan brugestil at reducere forskellige udtryk:



Eksempel
23:25:2-6:2: 23+5-6+1 — 23 :8

3 -4 =7 3- 4+7 6
55 5 )

6 2 .6 2
ﬁg& )aa%%'! -2 a8x b — absh 85a3 2 4 =

b a b6 (a2)2
5

26734 4 692 — g5 4 = &

b4

To naturlige spargsma melder sig i forbindelse med potenser:
1)  Givet x* =D, hvor man kender a og b. Hvad er x?

2) Givet a* = b, hvor man kender a og b. Hvad er x?

Spergsmal 1 besvarer vi nu, mens spergsmal 2 maventetil senere.

For at |gse ligninger af samme type som i spargsmd 1 indfarer vi radder:

Definition 8 (LS)

Ma kaldesdenn'terod af a, og er
1) det positive tal, som
2) multipliceret med sig selv n gange
giver a.

Altsy, (Va)" =a

Eksempel

38=2,idet2®> =8
416 =2, idet 2* =16



39 =3,idet ¥ =9
3/2 » 1,25992105, idet (1,25992105° = 2
Bemagk, at man normalt betegner /a som ~/a - kvadratroden af a

Eksempel

Udregn 2/1000 p&lommeregneren.

TI-30x:

1000 X[y 3 =
T1-68:

3 i 1000 =

En méde, hvorpa man kan definere potenser med rationale eksponenter, dvs. med
braker, er som radder.

Saning/definition 9 (FS)

1) a =%a
2) an=ya"

Bevis:
1)  Ya er per definition det tal, som
1) er positivt, og
2) multipliceret med sig selv n gange giver a.

Vi viser, at a% opfylder punkterne 1) og 2) i definition 8.

1 e . - :
For det farste er a et positivt tal, idet det er et positivt tal a i en potens.

For det andet gadder, at

1 1 1

1 1,1 1
(an)" = am xaTx.@1 = an T = gn = gl

) an=(an)"=(Wa)"=¥a"



Heraf fas, at alle potensregnereglerne ogsa gadder for redder, blot omskrevet il
det barske rodsprog. Vi har derfor f@lgende sagtning:

Saetning 10 (LS)
1) Ya:%b=Vab

va_ [a
2) %— B

Vi har kun vist alle regneregler indtil nu for heltallige eksponenter, og det til
trods for, a vi har defineret en potens til at kunne have ale former for
eksponenter, ogsa derationaletal (alletal, der kan skrives som en brgk)!

F.eks. 2%° - husk at 2,5 kan skrives som breken 2

M en faktisk har vi nassten vist regnereglerne ogsa for de rationale eksponenter -
defgalger nemlig af regnereglerne for heltallige eksponenter ved en omskrivning.

Faktisk kan man vise, at regnereglerne ogsa gadder for irrationale tal som f.eks.
p i eksponenten. Med andre ord gadder regnereglerne for alle reelle tal i
eksponenten. Det vil dog fare for vidt i farste omgang at begrunde, hvordan man
viser dette.

Vi husker pd, at vi indferte redder, fordi vi ville kunne | zse ligninger af formen
x? =b.

Vi ernui stand til at gere dette.

Eksempel
Givet: x3 =64
Find: X

Svar: x=3/64=4

Givet: 6x° =120
Find: X
Svar: " 6x° =120

x° =20

10



v

=R/20 » 1,8206
Givet: xP =2

Find: X
Svar: x =82 » 12469

Man kan nu ogsa komme ud for, at den lgsning, man seger, er negativ. Vi har
imidlertid kun defineret potenser for positive grundtal.

Det er ikke noget problem at udregne potenser af negative tal med heltallig
eksponent:

(-2)%(-2) =4
(-2%-2)4-2)=-8
(- 2)>(-2)]>_‘(-2)>‘(-2)=16

(-2)°
(-2)°
(-2)°
AT

men hvis eksponenten ikke er et helt tal, saer der alvorlige problemer:

(-27=2=%

Af eksemplet fremgar, at hvis potensen har negativt grundtal og eksponenten
er heltallig, sder der ingen problemer, kun lidt bevl.
Men hvis eksponenten ikke er heltallig, sd er potensen slet ikke defineret.

Saetning 11
For et helt tal n og et negativt tal x gadder
= |x|n ,nlige
- |x|“,nulige
Bevis:

Beviset er ganske simpelt - regnereglerne for numerisk-vaadi giver
X" =" = (D" = (- D" AX”
Faktoren (- 1)" er nu enten 1 eller - 1 dt efter om eksponenten n er lige

eller ulige.
0

11



Visse ligninger kan derfor have to Igsninger - en positiv og en negativ. Dette sker
dog kun ved heltallige, lige eksponenter.

Eksempel

Givet: x> =9
Find: X
Sva: x=49=3

Eksempel
v
v

1L Beregn nedenstdende tal pa lommeregneren.

Men det viser sig, at X = - 3 ogsa er en lgsning, fordi
(-3)°=9
Vi skriver derfor

v

10x® = 2730
x8 =273

x = +8/273 » +2,5470

Opgaver

decimaler.

a)

b)

68 2° 0° 197 24%

103 42 53 9 171t

4/1000 /500 2/500 4/6
0,62 4,4%2 9% 0,09’
-3
ﬁlk 273 2/64 AL
2 64

2.M Bevisfglgende regneregler:

12

Angiv resultatet med 4

0,005>0%



3.L

4M

o.L

Q/gnmn
P T

=""a

a
b  Ya:fa="amm
) Y¥a="a

(Vink: Omskriv i alle tre tilfadde venstresidens redder til potenser med
brgker som eksponenter)

Reducér falgende udtryk uden brug af lommeregner - du far brug for
anvende alle potensregnereglerne.

a) 3?:3%:3%:09 b) 5%5%:53%5°2
) ) ) 5-3)-3>56
c 53 2 52 2:54>55 (
) (5%)° %5%) d) 56T
2 -3 .05
g D2 355
47 X %
4 15° x6% %5 2
243467 h =
9 ) 10%:37:2
) 36° X007 i 30° ¥ 22 x5
| -5 &5 -3
225:144 2°°5%° (1)
(3)°x2°x3 ° 425 470587 (1) 2
k) -6 1\7 1\-2 |) 4 -2 1\-3
3°X3) %3) 3" A3)
m) (((7)%)3) 2 . ((12)%)*
7T X(7)%) 2':6°

Man kan godt definere redder af negative tal, ndr ellers visse betingel ser er
opfyldt:

0/x er defineret, nér x er negativ og n er et ulige, helt tal.
Begrund dette.

Man ma dog ikke skrive f.eks. %/-8 = (- 8)3 idet potenser med negativt
grundtal og ikke-heltallig eksponent er defineret.

Find og forklar fejlen i nedenstdendefor ker te udregning:
-4=%-64=(-64)"° = (-64)%° =((-64)%)"° =
8/(- 64)2 = /4096 = 4

Hvilke af nedenstdende redder er definerede? Beregn veadien af de
definerede radder (det kan gares uden brug af lommeregner!).

13



6.L

7.L

8.L

oL

16 -16
8 4 b V-4 O N S
-16 /- 16
e — f — {16 h 4/- 16
) = N 9 ) 41-16)
i) 327 ) ¥-81 kK J-1:4/-9 m) 3 if
-9 J-9
n JO o 30 — —
) ) R 9 =
Omskriv nedenstaende velkendte regneregler til potensregneregler:
a_Ya
Vab =Ya:%b b N—=—
ad Yab=Va:%b ) \fb 7
o NVam=®a)" d Ya"=a (a>0)
Beregn nedenstéende potenser uden brug af lommeregner:
a) 82/3 b) 84/3 C) 272/3 d) 27 2/3
g 2783 fy  16Y4 g 16 h 167
i) 1672 ) 16 k 167 N 32
m) 320,2 n) 322,4 0) (22/3 ) 3 p) (24 ) 12
Reducér faglgende uden brug af lommeregner:
, X6 g  Faes p23L g AR
3314 Y3213 p° 3/8:8/32

Reducér nedenstaende:
3 X°(xy) 2 (y/x)® b) U2 333:2%2 y(ad) 2
(X2 1y%) ty3(arx?)
a-1/2 )e>(a3)1/2

©) (a%)3 d ﬁbzém
as
e) (aZIJ3)2 >(a-2)-3 >(a3)-]fj )(a3)2 >((a2)2>a-2)3
a
. Ja® as{a%b
) 9 =
1 °

14



10.L Etlillerim fraen gammel matematikbog siger:

Den, som tager
Roden af en Sum,
Han er dum!

og dette er ganskerigtigt. Generelt gadder der ikke, at

Ja+b=+a+b
- prov selv med nogle tal.

Med dette in mente skal du reducere nedenstédende mest muligt, uden brug
af lommeregner:

d  /B0++/98- /72 +/18 - /128 b) 7+43
NG

Q) JAB- 75+ 2- \IZ5+ 80 9 3T5£

e)  +/125- /8- /180+-/18 f) % /5
\

11.L  Skriv nedenstdende udtryk som én potens:

a 3:3:3%:3 b (-2 %X-2)3%-2)7°

0 (-5°X-57°%-9 d abta?a’

e  x%:x8:x? fy  x"ix3:x°

g) algza:a25 h) b8:b-7:b4:b-1

ky 13%:13:13:13F ) 4M4 " g™

m  (-D°X-1)7 (- 1° N  28P:0% P

O) b8n :b2n :bl3n :b7n p) 78:75

0  b¥:p n 343

s) e’ ) a%a?

uw 7T Y A A

W (-2)7:(-2)° X)  xMixxd

y)  10%:10% 2 pBxpdpTxp®

12.L Reducér nedenstdende:

8 55 b)  (-3°%°
o 7%:49 d  (-2)°x-29)°
e 6%:2%:12 fy t&u?®

15



13.L

14.L

15.L

9  a’xax)’b° h)
i) X% (xy)? x3x j)
o (2l e )
m) C%hS >£%h'2 B2 n)
o 8%4° o)
g  55%11° r)
9  [4ff28 t)
u) C%hS:CghS V)
w)  (-5°%15°3° X)
y) X2n: y2n:22n Z)
Reducér nedenstéende:
a (2)° b (5°)°
9 @) o (2
9 ((249%° h  (5")?
oot K (10%)°
Reducér nedenstande:
g B p
) 75

d ¥8a%a® e X 4:p8

) Qfa2n+4 p o0 63a2x
g n/an+4 4/28)(
. A/180a%x 356
) e K) a’:b
Reducér:
a) (32>< 3)2 >9>< )G-2x+7:31+4x

52x-3 2 55 2x -2 5X-2 -2

b) ﬁ 2X+4 ‘5 )ﬁ 23X I& :ﬁ 23X-1b
C) d3)<-3>d)<-l:d)<d2x-2)-2

3-7 :5-7 : 2-7

L4 £af
7T T
(5a)"*x2a)* X~ 3a)
282:72
a’:b®
(3h°.Cah®
3727
(4l G4l L5l
y* 3y)°
©)  ((ah)®)?
) (pH%(p%)°
i) (2%)°?
) ((-6)%)7?
0 316
32
e
) 280a2
/2453
nb3n-6
) Y -6

0 [

a

(a-l)-l >(b2p+3)2

16

(ab)? irv‘((ab)Z) P2 @)’ {b%)°



X3y2

27°

3x% xz
4y*

17



4.2 Eksponentialfunktioner

En meget vigtig type funktioner er de sdkaldte eksponentialfunktioner, som vi
her beskriver kort.

Definition 11 (FS)
Lad funktionenf have forskriften
f(x)=a*.
f kades en eksponentialfunktion,

funktionens grundtal.
(Man kraever normalt, ata?t 1).

og a>0 kades

Man skriver ofte exp, (X) i stedet for a* - dette er mest af typografiske rsager.

Eksempel
Givet: f(x)=2,3"
Tegn: Grafen for f
Svar: Et stettepunktsskema laves

19

Eksponentialfunktionerne opfylder fglgende, vigtige ssening:

X -3 -2 -1 1 2 3 4
f(x) |0,0821| 0,1890 | 0,4348 2,3 529 | 12,17 | 27,98
1.
25
20
15
10
5
x
>
-4 -z 4




Satning 12 (LS)
Lad f (x) =a* vaae en eksponentialfunktion. Sa gadder:
1) f(0)=1
2) f()=a
3) Hvisa>1, saer f voksende
4) Hvis0<a <1, saerf aftagende
5  fx+ty)=1(x)f(y)

Bevis:
1) f(0)=a’=1
2) f@)=al=a
3) Vi skal vise, at jo starrex bliver, desto sterre bliver f (x). Altsa
X <Xp P f(x)<f(x).
Menidetx1<x2,s?1erk:x2-x1>Oogak>1.Derfor

axl < axl :ak — ax1+k - ax2

4) Vises som punkt 3.
(Vink: Anvend, atak <0 ndrk >0o0g 0<a <1).
5) f(x+y)=a*"Y =a*xa¥ = f (x) xf (y)
0

Ligningen i punkt 5 kaldes for en funktionalligning.

En meget vigtig eksponentialfunktion er funktionen med grundtallet
€=2,7182818...

Eksponentialfunktionen med grundtallet e kaldes den naturlige
eksponential funktion og betegnes med 'exp’, dvs.

exp(x) = €*

20
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2.L

3.L

4.L

S.L

6.L

Opgaver

Tegn graferne for felgende eksponentialfunktioner:
fi(x)=2% fo(x) =3% fa(x) =4%

o= geo=l* geo=0a

Sammenlign med sadning 14, ¢) og d)

Hvilke af nedenstéende funktioner opfylder funktionalligningen

F(x+y)=T(x)+1(y)

f (x) =3x b) f(x)=4x- 2
f(x) =/ JIIRIORE
f(x)=2% f) f(x)=3"+6

Hvilke af funktionerne i opgave 2 opfylder funktionalligningen

FOoy)=1(x)i(y) 2

Hvilke af funktionernei opgave 2 opfylder funktionalligningen

fF(x+y)=1(x)>f(y) 2

Omskriv potensregnereglerne i sestning 3-7 til exp,-notation.

Reducér nedenstdende uden brug af lommeregner:

a)
b)

c)

d)

€)

f)

exp(3) xexp(5) % sexp (- 3) &
exp,(8) »exp, (- 4) 3exp, (- 1):3°
eXp5(7) :eXps(' 2)

125%xp; (3)
exp, (3n) *xp, (- 2n)- a"

exp, (8) X(exp, (- 2))*
expg (2n)

exp, (n) >exp;(Nn)

21



En mere generel type funktioner end eksponentialfunktionerne er de sdkaldte
eksponentielle udviklinger. Disse optraeder overalt - f.eks. kan verdens

4.3 Eksponentiel udvikling

befolkningstal beskrives ved en eksponentiel udvikling.

Definition 13 (FS)
Lad funktionen f have forskriften

f(x) =bxa*

a>0,al1,b>0

f kaldes en eksponentiel udvikling med grundtallet a og
begyndel sesvaardi b

Eksempel

Givet: f (x)=1000%,08"
Tegn: Grafen for f

Svar: Et stettepunktsskemalaves

X -3 -2 -1 0 1 2 3 5
f(x) | 793,8 | 857,3 | 9259 | 1000 | 1080 | 1166 | 1260 | 1469
+y
1200
1za0
1100
100
S00
X
4
—d -z E 4
Eksempel

22




Busser sadter 100 kr. i banken til en rente r =6% pr. &. Kan vi mon lave

en funktion, der beskriver, hvad der star pa bankbogen?

Altst O0& Busser har kr.100,00
1& " 106,00
2& " 112,40
3& " 119,10
48 " 126,20
5& " 133,80

Okay: Lad os sa se pa den eksponentielle udvikling givet ved

f (x) =100, 06*

0 1 2 3 4

X
f (x) 100,00 | 106,00 | 112,40 | 119,10 | 126,20

133,80

Hov, er det ikke det samme som hos Busser, nar blot

X tedler ar, og
f (x) tedler Bussers pengebeholdning i banken efter x ar?

Altsy 1. Busser starter med 100 kr.
Altsabegyndelsesveerdi b =100

2. Af skemaet ses, at hans pengebehol dning vokser fra ar til
ar svarendetil at multipliceremed a=1,06.

a kaldes den arligefremskrivningsfaktor.
a? kaldes den to-arlige fremskrivningsfaktor.
a" kaldes den h-&rlige fremskrivningsfaktor.

3. 1 =0,06 og a = 1,06 bar vakke mistanke om en sammenhang:

r=a-1

Daman kun kan snakke om renter, nar man har med penge at
gere, kalder man ogsa r for vakstraten eller den

procentvise tilvaskst.

Hvad er mon den to-ar lige vakstrate?
Jo, det er den to-ar lige fremskivningsfaktor minus 1, altsa

a2-1

Tilsvarende er den h-ar lige fremskrivningsfaktor
h
a -1
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Vi samler vores observationer i nedenstaende sagning:

Saetning 14 (LS)
Lad f (x) =bsxa” vage en eksponentiel udvikling.

1) f(0)=Db
2) a" er fremskrivningsfaktoren for en x-
tilvakst pah

3) aM - 1 er vakstraten for en x-tilvaskst pah.

Bevis:
1)  f0)=bxa’=bx=b

2)  f(x+h)=bxa**" =pxa*sa" = f (x)>a" =a" xf (x)

3) Vakstraten for en x-tilvakst pah er lig
f(x+h)- f(x) _a"xf(x)- f(x) _
f)  f(x
@" - DI _ 0
f ()

Eksempel
Befolkningstallet i en lille by kunne i arene 1980-1990 beskrives ved en
eksponentiel udvikling.
Givet: f(x)=751%,13" hvor xtadler & fra1980
f (x) tadler antal indbyggere

Find: Befolkningstallenei 1980, 1982 og 1987
1980 x=0: f(0)=751413" =751
1982 x=2: f(2)=751413% =959
1987 x=7: f(7)=751413" =1767

Find: Forskellige vakstrater og fremskrivningsfaktorer

den &ligefremskrivningsfaktor: a'  =1,13" =113
den &lige vakstrate: al-1=0,13
=13%

24



den 3-&rlige fremskrivningsfaktor: a°  =1,13° =1,443

den 3-&rlige vaskstrate: a®-1=0,443 =44,3%
den 7-&rlige fremskrivningsfaktor: a’  =1,13’ =2,353
den 7-&rlige vakstrate: a’-1=1,353 =135,3%

Man er ofte i den situation, at man kender nogle punkter for grafen for en
eksponentiel udvikling og gerne vil finde konstanterne a og b. Dette problem
|@ses af felgende sagtning:

Saetning 15 (FS)

Lad f vagre en eksponentiel udvikling: f (x) =bxa*
Lad f(x;) =y, 09 f(X;) =Y,

Sa findes konstanterne a og b ved:

1) a:xz-xﬁ
OY1

2) b=

Bevis:
1)

2)

ylzf(xl) og Y2:f(X2)
W

y;=bxa*® og y,=bxa*

E
Yo _bxa®
Vi b>a™
v
Y2 - ﬁ =g
yy a®
W
o x Yo _x-x a2 M
Y1
v

y; = f(x) =bxa%
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Eksempel
Givet: f er en eksponentiel udvikling, med f (2) =3 o0g f (5 =7.

Find: Regneforskriften for f

Svar:  f(x) =bxa*, daf er en eksponentiel udvikling
(Xl,yl) =(2,3) og (X2,y2) =(5,7)

: =X-X/Y2
a a 1w

a=*% % =1,326352403» 1,326

v

b =1,705310232» 1,705
Altsd f (x) = 1,705%4, 326"
Find: f(11)
Svar: f(11) =1,705%, 326" » 37,993

En mere pragcis vaadi kan bruges ved at anvende vaadierne for a og
b, men med alle decimalerne:

f (11) =1,705310232x1,326352403" » 38,111

Pa lommeregneren er det en god idé at gemme vaadierne for aog b i en
hukommelse med alle decimalerne. Dette kan gares sdan:

TI-30x:
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a |l 7 |.l 3 DI [¥llc] 5 |-
2 Dl |=| |STO| 1

Vaadien for a er nu gemt i hukommelsen 1 - displayet viser et lille
M1 oppei venstre hjgrne.

b: 3 . RCL 1 vl | = STO | 2

b er nu gemt i hukommelse 2, og displayet viser et lilleM2

f (12): RCL 2 x | | RCL 1 y”
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TI-68:

a | s |- 2 DI (¥

i - Al
A

y| [=] [sT0] ALPHA

Veaadien for a er nu gemt i hukommelsen maaket A.

b: 3 ALPHA A y | 2 =

STO ALPHA B =

b er nu gemt i hukommelsen B.

f (12): ALPHA | [B] [x| [ALPHA | [ A

11 =

Eksempel
Givet: f(x)=b>xa*med b=3,2 og f(4)=9

Find: Regneforskriften for f

Svar: f(x)=32xa"

a beregnes:

f(x)) =bxa™
v
E

a=z\1/3§2» 1,295
Vi har nu f (x) = 3,2%,295"

Opgaver

1L  Tegngrafernefor falgende eksponentielle udviklinger:
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2.L

3.L

4.L

£ (x) = 254,5%
gl(x) :§1>O’7X

Seforsiden

fo(x) =34,5°  fa(X) = 4,5
g, (x) =250, 7% g3(Xx) =80,7%

Givet: Verdensbefolkningen var i 1984 pa 4,7 mia. personer og voksede
med ca. 1,8% om aret.

Tegn en graf, der viser udviklingen i verdensbefolkningen, hvis
denne vakst fortsatte fra 1984 til 2034.

Hvor mange personer vil der vaaei 20227 (Aflaes pa grafen).

Hvorndr vil der vaare 10 mia. mennesker pa Jorden?

Med hvor mange procent vokser Jordens befolkning pa et arti?

| hver af nedenstdende opgaver er f en ekponentiel udvikling. Bestem
forskriften for f ud fra de givne oplysninger.

a)
b)

f)

9)

f(8) =6,3 og

f (1,1 =803 og

f(-2)=6 og
f(0)=6 og
b=6 og
a=2132 og
f(7)=7 og

f(7,3)=2
f(2,4) =921
f(2)=3

a=4

f(3)=12
f(2,41)=11,24

f(9) =9

Agyptens befolkning vokser eksponentielt og var i 1965 pa 29,4 millioner

og i 1970 pa 33,3 millioner.

a)
b)
c)

d)

Opstil en forskrift for Agryptens befolkning som funktion af tiden.
Hvor mange mennesaker vil der veaei Agypteni ar 2000.

Hvor stor er den arlige befolkningstilvakst i procent?

Hvor stor er den 10-arlige vakst-rate?
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S.L

6.L

7.L

Svend indsadter 100 kr. pa en bankkonto til en rente pa 12% p.a. (p.a.=pro
anno (arlig rente)).

a Angiv en forskrift for indestéende pa Svends konto efter x ar.
b) Hvor mange penge star der pa kontoen efter 1 maned?
C) Hvad er den manedlige rente?

Det er altsaforkert at sige, at den manedlige rente er pa 1%.

d) Pa en anden konto er den manedlige rente faktisk pa 1%. Hvor stor
er den arlige rente?

| TV-Avisen den 8. september 1977 fremsatte en journalist faglgende
udtalelse om huslg en for en bestemt type lgjlighed:

Den manedlige husleje er i gjeblikket pa 1600 kroner. Hvis der
ikke gribes ind fra politisk hold, vil huslejen stige med 15 %
arligt. Det betyder, at huslejen i 1985 vil vaare pa 5000 kroner.

Har journalisten ret?

Antallet af landbrug i Danmark var i 1972 pa 143093 og i 1976 pa
130753. Det kan antages af antallet af landbrug falger en eksponentiel
uavikling.

a Bestem en forskrift for antallet af landbrug i Danmark.

b) Med hvor mange procent falder antallet af landbrug i Danmark pr.
ar?

C) Hvor mange landbrug er der tilbage i Danmark i & 20007
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4.4 Logaritmer

Som omtalt tidligere side vil vi gerne kunne Igse ligninger af typen 3* = 9 eller
mere generelt a” =D.

Vi vil ogsa gerne kunne afgare om en given funktion er en eksponentiel udvikling.

Disse gnsker (og mange flere) inspirerer os til at indfare logaritmer, som er et
redskab, der kan handtere sadanne problemer.

|deen bag logaritmer er, at logaritmen med grundtallet a skal gare det modsatte af
eksponentialfunktionen med grundtal a. Logartimefunktionen skal altsa pille
eksponenten ud af en potens- svarende til nedenstdende menster:

log,, (100) = 2 fordi 10° = 100
log,,(1000) = 3 fordi 10° = 1000
log,, (10000) =4 fordi 10* = 10000
log;(9) =2 fordi 3 =9
log;(27) =3 fordi 3 =27
log,(81) = 4 fordi 3* =81

log, (4) =2 fordi 22 =4
log,(8) =3 fordi 2° =8

Dvelse: Bestem log,,(100000), log,(243), log, (16), 0g:(25)
Lad os betragte |og, , nok engang:

2 ¥%,%¥® 100 3.'9%e 2

Vi tager 2 som eksponent til 10, far 100, og tager derefter logaritmen til 100 og
far 2 igen!
Lad oslige preve et par gange mere:

3 %¥ME 1000 %'We 3

4 ¥%%¥BI® 10000 '@ 4

X %O 10 %WEe  x

Tager man pa et tal x farst exp,, og derefter log,,, s& f&r man tallet selv. Man
siger, at log,, er en omvendt funktion til exp,,
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Dette udtrykkes i nedenstédende definition:

Definition 16 (FS)
log, er den omvendte funktion til exp,,, dvs.

y=exp,(x) U x=log, (y)

En anden made at udtrykke dette pa er fglgende:

Sagning 17 (FS)

log, (a*) = x og a'%a® =y

Pa din lommeregner har du to logaritmetaster, log og In.
log: log er den almindelige betegnelse for log,,.
Da man som oftest bruger titalslogaritmen, plejer man at skrive log
i stedet for logg.

In:  Iner betegnelsen for den naturlige | ogaritme.
Det er logaritmen med grundtallet € » 2.718281€. Altsa
Inx =log, X.
Eksempel

Beregn palommeregneren tallene log1000 og In1000.

TI1-30x:
log1000: 1000 log
In1000: 1000 In
TI-68:
log1000: log | 1000 =
In1000: In | 1000 H
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Svarene er naturligvis:

log1000= 3 og In1000» 6,90776

Dvelse: Tegn i samme koordinatsystem kurverne:
y =log X og y=Inx
Hvor skar dine grafer x-aksen og y-aksen?

Du observerer forhdbentlig, at begge logaritmefunktioner skagrer x-aksen i
punktet (1,0), samt at ingen af graferne skagrer y-aksen - man kan nemlig ikke
tage logaritmen til O!

Man kan ogsa se, at punktet (e,1) ligger pagrafen for den naturlige logaritme, og
at punktet (10,1) ligger pa grafen for titalslogaritmen. Det er nemlig, hvad
nedenstaende sagning udtaler sig om.

Saetning 18 (FS)
log,(1) =0 og log, (a) =1

Bevis:
log, (1) =log,(a®)=0
og
log, (a) =log, (a') =1

@dvelse:
L ad os checke nogle egenskaber ved logaritmefunktionen.

Udfyld ale kolonner i hvert af nedenstdende skemaer. Det kraever en
lommeregner. Husk a pa lommeregneren giver tasten log 10-
talslogaritmen.

A:
X |y | Xy | log(x>y) | log(x) | log(y) | log(x)+log(y)
2 | 50 | 100 2 0,3010 | 1,6990 2
15| 30
75| 13
5 | 40

B:
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X |y | xy| log(xly) | log(x) | log(y) | log(x)-log(y)
50 2 | 25 2 1,6990 | 0,3010 2
30| 10

75| 5

92| 23

Hvilke observationer kan du drage af disse to skemaer?

Du skulle meget gerne have draget observationer svarende til nedenstdende
saning:

Saaning 19 (FS)

a  log, (x:y) =log, (x)+log, (y)
b)  log, (5) =log, (x)- log,(y)

Bevis:
a) log, (x»y) = log, (a'%a() xg'oea(y)) = log, (a'%a()Hoca(¥)) =
log, (x) +10g, (y)
X a'%a(x) 109 (- 100, (y)
b) |Oga(§):|09a(m)zloga(a Ja o0ty ):|Oga(X)- Ioga(y)

Her brugte vi sagning 17 heleto gangei hvert bevis.
0

Der findes flere logaritmeregler, som alle i virkeligheden svarer til en
potensregneregel .

Saetning 20 (FS)

8  log, (x*)=yxog, (X)
b  log, ¥/x)=1x0g,(x)

Bevis:
8  log,(x¥) =log, ((a'*™)¥) =log, (a'%™") = yxog, (x)

b  log, (¥x)=log,(x"¥)=21x0g,(x)
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Umiddelbart kan man synes, at det er et problem, at lommeregneren kun kan
regne med to slags logaritmer, 10-tals-logaritmen og den naturlige logaritme.

Hvad nu, hvis man ska beregnelog, (62)?

Af nedenstdende sagtning far vi, at det er nok at kunne udregne titalslogaritmen,
for sd kan man udregne alle andre logaritmer.

Satning 21 (FS)
3 log, (x) = o)
log(a)
_In(x)
b) log, (X) = n(a)

Bevis:
a) log(x) = log(a'®%™) = log, (x)@og(a) ifglge sxtning 20.
Divideres med log(a) pabegge sider af ligningen, sa fas satningen.

b) bevises pa samme méde.
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Eksempel
Udregn: log,(128)

Svar: log, (128) = log(128) ~ 2,10720997 _ .

log(2) = 0,301029996

Vi kan nu endelig lase ligninger af typen a* =b:

Eksempel
Givet: 2" =98
Find: X
Svar: 2" =08
v
log(2*) =98
v
x>log(2) =1og(98)
v
X= 109(98) » 6,615
log(2)
Eksempel

Hvornar er der 10 milliarder mennesker pa Jorden?

Vi kan nu endelig beregne, hvornar dette sker. Ifalge forsiden er Jordens
befolkningstal y givet ved den eksponentielle udvikling

y = 4,744,018
hvor x er antal &r efter 1984.

Vi sadter y lig 10 og | gser den herved fremkomne ligning

4,7:4,018" =10
v
1,018" = =2
47
v

xlog(1,018) =log(10/ 4,7)
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1L

2.L

3.L

4.L

« = log(10/4,7) N

42,32
log(1,018)

Dvs. engang i & 1984+42 =2026 vil Jordens befolkning veae pa 10
milliarder.

Opgaver

Reducér nedenstdende uden brug af lommeregner:
a log(a®) +log(a?) - 3log(a)
b)  log(x*)+log(x®)- log(x 2)+log(x)

c)  In(p?)-In(p*)+qinp+inp
2 4

3%
9 log(—

) log26- log3+log2- log39+log25
f)y  In(e®)- 2lne+3In10- In100
)] log(125) - log (25)

) - log9 +10g32

Reducer
a  logv/8- log2 b)  log316- Llog2
c)  log/1- log«/25 d  log4a? - loga+log2

©  log2+logy2-logk  f)  In6-Inv6+In¥6+In/36
)] log16+1og9- log(16+9)

h) log(x") - log(x™ ")
i) In100- In25+1n16- In36+In(8°)
i) (Ine)* - In(e*)

Latinamerikas befolkning var i 1950 pa 162 millioner og i 1970 pa 246
millioner. Dette befolkningstal vokser eksponentielt.

a Opskriv en forskrift, som angiver Latinamerikas befolkning som
funktion af antal ar efter 1950.

b) Hvorndr vil der vaare 1000 millioner mennesker i Latinamerika?

Sammenhangen mellem intensiteten | (malt i W/ m?) og lydstyrken L
(malt i dB) for en lydbelge er givet ved

L =10°log | +120
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o.L

Hvilken lydstyrke svarer til en intensitet p& 0,001 W / m??
Hvilken intensitet svarer en lydstyrke pa 120 dB til?
Med hvor meget vokser lydstyrken, hvisintensiteten fordobles?

L @s nedenstaende ligninger:
(Inx)? =4 b)  logv/x=logx+1
logx? - logx =1 d  (logx)%- logx =1
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4.5 Fordoblings og halveringskonstant

Indenfor de eksponentielle udviklinger er det meget vigtigt at vide, hvor lang tid
det tager, far funktionsvaardien er halveret eller fordoblet.

Eksempel

Hr. H.Ansen opdradter fisk. Han har dags dato 15000, og undersggel ser
viser, at antallet vokser med 2 % om dagen. De yngler jo godt - de sma
pus.

Efter 1 dag har han 15000x, 02 = 15300 fisk
Efter 2 dage har han 15000x, 02% = 15606 fisk
Efter x dage har han f (x) =15000x,02* fisk

Hvornar mon han har dobbelt s mange fisk - altsa omkring 30000 fisk?
Lad os preve med 35 dage:

Efter 35 dage har han 150001, 02% = 29998 fisk

Den tid der gar indtil han f& dobbelt s3 mange fisk kalder vi
fordoblingskonstanten, T,. | dette tilffsedde er T, = 35. Da det
selvfglgelig er utilfredsstillende at preve sig frem, sa vil vi finde en
formel, der kan udregne T, .

Men farst en mere generel definition.

Definition 22 (FS)

Fordoblingskonstanten T, for en eksponentielt voksende
udvikling er den x-tilvekst, der giver en fordobling af
funktionsveadien: f(x+T,)=2f(X)
Halveringskonstanten T,, for en eksponentielt aftagende
udvikling er den x-tilvakst, der giver en halvering af
funktionsvaerdien : g(x+ Ty,) = 2 9(X)

Vi husker pd, at den eksponentielle udvikling f (x) =b>xa* er

voksende netophvis a>1
aftagende netophvis 0O<ac<l

39



Saning 23 (FS)

Lad den eksponentielle udvikling f veare givet ved
f (x) =bxa*

a Hvisf er voksende, sa er fordoblingskonstanten givet ved
log2
T —

> loga

b) Hvisf er aftagende, si er halveringskonstanten givet ved

_109(0,5
oga
Bevis:
a If@lge definitionen af T, gadder, at hvis f (x) =y, sa f (x+T,) = 2y.

Vi dividerer deto ligninger med hinanden og far

f(x+T,) _2y
f(x) y
v
X+T;
bxa”" 2 _5
b:a*
v
ax+T2-x )
v
a% =2
v
T,:log(a) =log(2)
v
_log2
, = —
loga
b) bevises pa samme méade.
0
Eksempel

Fraforrige eksempel havde vi fiskeforskriften:
f (x) = 15000%, 02"

Dette er en eksponentiel udvikling med grundtal a = 1,02.
Vi finder fordoblingskonstanten ved ovenstdende sagning.
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2 = M » 35’00
log(1,02)

Bemaak, at vi skulle kun vide, hvad grundtalet a var for at kunne finde
fordoblingskonstanten. Og grundtallet a kan vi jo finde, bare vi kender
vakstraten r .

Eksempel
Doggerbanken giver 6% i rente om aret. Hvis Hr. H. Ansen sadter penge
ind pa en konto, hvornar er kontosummen fordobl et?

Det faslet af saetning 23 efter en udregning af grundtallet:

a=1+r =1+6%=1+0,06=1,06

2 = M » 11'90
log(1,06)

Der gér altsd nassten 12 & far kontosummen er fordoblet.

Eksempel
| Lakskegbing amt falder arbejdslgsheden med 3% arligt. Hvorndr er
arbejdsl gsheden halveret?

Det falger igen let ved brug af sagning 23, men farst skal grundtallet
udregnes
a=1+r =1+(-0,03) =0,97
L (1 NP
log(0,97)

Sa efter kun 23 &r vil arbejdsgsheden i Lakskgbing amt vaae halveret.
Opgaver

1L  Find for nedenstédende eksponentielle udviklinger fordoblingskonstanten,
hvis der er tale om en voksende funktion, og halveringskonstanten, hvis der
er tale om en aftagende funktion:

8 f(x)=3%13 b)  f(x)=0,97>259"
o) f(x)=112>0,9" d  f(x)=0,9%12"
e f(x)=3,26x,001" ) f(x)=3260,998"
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2.M

3.L

4.L

S.L

6.L

Radioaktive stoffer henfalder eksponentielt - hermed menes, at hvis f (t)
angiver maangden af et radioaktivt stof til tiden t, sd er f en eksponentiel
uadvikling.
Denne funktion f kan skrive pa flere mader:

f(t) =b>xa' eller f(t)= Nyxe X
- den farste skrivemade foretrackkes at matematikere, mens fysikerne
hadder meretil den anden.

a Vis, at de to skrivemader faktisk er den samme, hvis blot

b=N, og =-1Ina
b) Vis, a halveringstiden er givet ved
T, =2

En eksponentiel udvikling f har halveringskonstanten 2,31 og opfylder, at
f (1,4) = 2,6. Bestem en forskrift for f.

En eksponentiel udvikling g har fordoblingskonstanten 1,1 og opfylder
g(4) = 4. Bestem en forskrift for g.

En eksponentiel udvikling h opfylder, at h(8) =10 og h(12) =40. Bestem,
kun ved hovedregning, fordoblingskonstanten for h.

Den eksponentielle udvkling k opfylder, at

k(x +6) =8°k(x)
uanset x's vaardi. Bestem fordoblingskonstanten for k ved hovedregning.
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4.6 Enkeltlogaritmisk koordinatsystem

Betragt grafen for den eksponentielle udvikling f givet ved f (x) =1,54”

X -2 -1 0 0,5 1 15 2 3 35

y 10094]0,375| 15 3 6 12 24 96 | 192

Grafen vokser ret hurtigt, shden er svag at tegne. Endvidere det er svaat at se, om
det rent faktisk er en graf for en eksponentiel udvikling. Her kan logaritmer veare
behjadpeligetil at lave grafen omtil enret linie:

y =1,54*
W

log(y) =log(1,54™)
W

log(y) =log(1,5) +log(4™)
W

log(y) =log(4)>x+1og(1,5)

Det lader til, at log(y) er en linesa funktion af x, med haddningen log(4) og
konstantleddet log(1,5).

Lad os undersgge dette neamere ved at checke om det nu ogsa er en ret liniei et
koordinatsystem. Farst laver vi som atid et stettepunktsskema, men hvor vi i
stedet for y beregner log(y)

X 2 | 1] 0 Jo5] 1 | 15 ] 2 3 | 35
log(y | -1,03 | -043| 0,17 | 0,48 | 0,78 | 1,08 | 1,38 | 1,98 | 2,28
)
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Det var enret linie!

Faktisk gad der der falgende sadning

Satning 24 (LYS)
a) Lad f vage en eksponentiel udvikling; f (x) =b>xa*. S&
ligger punkterne (x,log( f (x)) paenret linie.

b) Lad f vaare en funktion, sdledes at punkterne (x,log( f (x))
ligger paenret linie. Sa er f en eksponentiel udviking.

Bemagk, at udsagnet b) er det omvendte udsagn til )

Bevis:
a) f(x) =bxa*
U

log(f (x)) =log(a™) +log(b)
log(f (x)) =log(a) >x+log(b)

Dette er jo ligningen for en ret linie, hvor haddningen er log(a) og
skagringen med x-aksen er log(b).

b) Hvis alle punkterne (x,log( f (x)) ligger paenret linie, sdfindes der tal a
og b, slledes at
log(f(x))=a:x+b

f (x) =10*%*P
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v

f (x) =(10%)* 40P

Sadter vi
a=10% og b=10

o o

safas
f(x) =bxa”

og dette er jo forskriften for en eksponentiel udvikling.
0

Saningen kan altsa bruges til at finde ud af om en rakke af punkter
(observationer) kommer fra en eksponentiel udvikling.

Nu er det ret bavlet at skulle udregne log(y) til en ragkke punkter. Det afhjad per vi
ved a lave y-aksen om til en log(y)-akse. Ger man det, f& man et
enkeltl ogaritmisk koordinatsystem (el k). Enkeltlogaritmisk, da det kun er den
ene akse, som er logaritmisk.

1 2 3 4 5 6 7 s 210

e
|

1.1 145 173 2.5 4.5 1.5

En dekade af en sadan logaritmisk akse er vist ovenfor. (En dekade er et interval,
som straskker sig fra f.eks. 1 til 10, 10 til 100, 100 til 1000, eller maske fra
0,001 til 0,01).

Det specielle ved sddanne koordinatsystemer ligger i, at man nu kan afsadte
sammenhgrende vaadier af x og y direkte som et punkt, uden farst at skulle tage
en masse logaritmer. Desuden findes de fortrykt med tre dekader pa
enkeltlogaritmisk papir, som alle skoler har.

Nu kan man jo undre sig lidt over y-aksen. Hvorfor ser en logaritmisk skala sa
underlig ud? Betragt nedenstéende 3 par af koordinatakser.
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F h i
1+ log1m 21 logr100) 3 log(1000)

077815 Tlog®) 177815 T logélh 2,77815 T lag(a00)

0,60206

- logrd) 1,60206 1 log(dl) 2,60206 + logrdo)

047712 Tlog® 147712 Tlog(30 2,47712 T log(300)

030103 Tlogd 130103 T log20 2,30103 T log(200)

0+ logfl) 1+ log(l 2 log(100)
A E C

Lidt forklaring er vist pakraevet. Sefarst papar A:

Udfor 0 pavenstre aksestér  log(1) pa hgjre
akse

Ud for 0.30103 pavenstre akse star  log(2) pa hgjre
akse

Ud for 0.47712 pavenstre akse star  1og(3) pa hgjre
akse

Ud for 0.60206 pavenstre skse stér  log(4) pa hgjre
akse

Ud for 0.77815 pavenstre akse star 1og(6) pa hgjre
akse

Ud for 1 pavenstre akse star 10g(10) pahgjre akse

Det betyder, at pa hgjre akse er det ikke tallene selv, men logaritmerne til tallene
der er indtegnet! Det kan du checke ved at udregne log(1)...10g(10). Lasg magke
til de specielle mellemrum som opstar pa hgjre akse!

Betragt nu par B:

Udfor 1 pavenstreaksestar  log(10) pahgjre akse
Ud for 1.30103 pavensreaksestar  1og(20) pahgjre akse
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Ud for 1.47712 pavensreaksestar  1og(30) pahgjre akse
Ud for 1.60206 pavenstreaksestar  log(40) pahgjre akse
Ud for 1.77815 pavenstreaksestar  log(60) pahgjre akse
Udfor 2 pavenstreaksestar  1og(100) pahgjre akse

Bemagk, at nu betragter vi intervallet fra 10 til 100. Pa hgjre akse er
logaritmerne indtegnet, og pa venstre akse de rigtige tal. Sammenligner vi med
forrige par, opdager vi, at der er prais de samme mellemrum, og at de rigtige
tal kun adskiller sig ved, at der er lagt 1 til alletal!

Betragtes par C kan en tilsvarende observation bruges, sddan at man faktisk er i
stand til at af sette tallene fra 100 til 1000 pa samme akse.

Efter a have lavet tilstrakkeligt med den dslags akser vil den dovne, men
intelligente matematiker drage den konklusion, at alle logarimeakser faktisk er
ens bortset fra en forskydning pa 1, hver gang tallene man af sadter stiger med
en 10-potens. Han gider derfor ikke lave dette arbejde hver gang, men ringer til
larernes indkgbscentral og bestiller 500 stykker logaritmepapir!

For en ordens skyld vil han selvfalgelig eftervise denne observation, far han tager
den for gode varer. Altsa:

log(10) - log(2) =1-0 =1
log(100) - log(10) =2-1 =1
log(1000) - log(100) =3-2 =1
Iog(lO"‘")- log(10™ %) =n-(n-1) =1

Pa den dekade af et logaritmepapir, som vi sa fer, er angivet, hvordan man
af sadter punkter. Som det ses, gares det ved at indsadte punkterne direkte

Eksempel

Givet: Udviklingen de sociale og sundhedsmaessige udgifter i perioden
1960-1973:

Arstal 1960 |1965 1970 [1971 |1972 |1973
Udgifter (mill. kr) | 4356 | 8660 | 21330 | 25359 | 29391 | 33332

Kan ovenstéende beskrives ved en eksponentiel udvikling?
Svar: Afsad punkter direktei et ELK. (Se naeste side)

Ja, da punkterne tilnaermelsesvis ligger pa en ret linie i et elk
felger detilnaer melsesvisen eksponentiel udvikling.
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Find: Forskriften for den eksponentielle udvikling.
Svar:  En eksponentiel udvikling er givet ved forskriften f (x) =bxa*,
hvor vi ska findea og b. ( x er antal ar efter 1960 ).

1 Find to punkter pa linien ved aflaesning:
(%, V1) =(1963,7000) = (3,7000)
(X2, ¥5) =(1969,18000) = (9,18000)

— X Xdﬁ — o 918000 £
2 a="2 m ﬁ oo » L1708

b:ay—xll:%»4365

3 Forskriften er dagivet ved f (X) = 4365%,1705"
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1L

2.L

Find: Giv en prognose for udgifteni 1980, hvis udviklingen fortsadter.

Svar: Indse arstallet 1980 forskriften.
x=1980- 1960=20
f (20) = 4365x,1705° » 101721
| & 1980 ma man altsa forvente, at de social - og sundhedsmaessige
udgifter bliver paca. 101721 mill. kr.

Find: Fordoblingskonstanten T,
Svar: Det kan gares pato mader:

1) Aflaes to punkter, hvor den enes y-vaadi er dobbelt sa stor som den

anden. f.eks.
(X1, 1) = (1963,9,8000) =(3,9,8000)
(X5, ¥5) = (1968,3,16000) =(8,3,16000)

T=x% - x=283-39 =44

2) Brug formlen for T,:
_log(2) _ log(2)
T2 = = »
log(a) log(1,1705

Opgaver

Tag et amindeligt stykke enkeltlogaritmisk papir og inddel y-aksen,
sdledes at den gar fra 0,1 til 100. Inddel x-aksen, sa den gér fra -5 til 13 -
dvs.1 cm pr. enhed.

| ndtegn nedenstéende punkter:
A=(-3;04) B=(-1;14) C=(0,1;0,25)
D=(L4;0,5 E=(38:;017) F=(6;0,6)
G=(0:3) H=(7:11) | =(9: 4)
J=(2;15 K =(6,2;9) L=(9,5;5,8)

M =(3,4; 48) N =(11;16)
Indtegn derefter liniestykkerne AB, AC, CD, CE, EF, GH, HI, JK, KL, KM
og KN.
Hvis du har gjort ovenstaende rigtigt, sa skulle liniestykkerne danne et ord.
Hvilket?

Prisen i gre pa cigaren Lille Aroma i perioden 1970-1977 er angivet
nedenfor:

Ar 11970 | 1971 | 1972 | 1973 | 1974 | 1975 | 1976 | 1977

Pris | 58,5 | 62,0 | 645 | 690 | 720 | 76,0 | 80,0 | 87,0
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3.L

4.L

a Gar rede for, at cigar-prisen tilnsamel sesvist vokser eksponentielt
med tiden.

b) Find en forskrift for denne eksponentielle udvikling.

C) Hvor meget koster mon en cigar i 1994?

d) Bestem, hvor lang tid der gar, fer cigarprisen fordobles.

Antallet af ansegeretil sygeplejerskoleni Hillerad er angivet i tabellen:

Ar 1984 | 1985 | 1986 | 1987 | 1988
Antal | 564 | 465 | 373 | 303 | 257

a Undersgg, om talmaterialet bedst falger en linesg eller en
eksponentiel udvikling.
b) Giv en prognose for antallet af ansggere i 1989.

FInd forskriften for funktionernef, g og h, hvis grafer er vist nedenfor.
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4.7 Potentiel udvikling

Vi vil nu betragte potens-funktioner og potentielle udviklinger.

Definition 25 (FS)
Ladf haveforskriften
f (x) =x° x>0
f kaldes en potensfunktion med eksponenten a

Definition 26 (FS)
Ladf haveforskriften
f (X) =b>xx? x>0
f kaldes en potentiel udvikling med eksponent a

Eksempel
Hvis du har kerekort, sa ved du forhdbentligt, at jo hurtigere en bil kerer,
jo laangere er bremsel aangden. Sammenhaangen er faktisk
B =B, »?
hvor v er hastigheden og B er bremselaangden.

Dette er en potentiel udvikling, og idet eksponenten er 2, s3 kan man
faktisk se, at hvis hastigheden fordobles, sa firdobles bremselaagden
(2% = 4).

Vi vil i det falgende finde formler og lignende, som kan hjadpe med at behandle

potentielle udviklinger. Nogle af sadningerne minder faktisk om tilsvarende
saninger for eksponentielle udviklinger.
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Saning 27 (FS)

Lad f veere en potentiel udvikling: f (x) =bxx?
Lad f(x)=y,00f(X,)=Y,
Safindesa og b ved:
o= logy, - logy,
logx, - logx;

oo N

X

Bevis:

Vi starter med at finde formlen for a;
f(x)=y, og f(x)=Y,

W
bx®=y, og bx,®=Yy,
E
bo® _ Y
bx* Y1
v
ﬁ&é Y
X1 Y1
W
log(22)

a= y1 — Iogyz - Iogyl

X logx, - logx

log(z2) 79271095
X

Formlen for b er meget lettere:
i

X

bx®=y, U b=

Eksempel

Givet: f er en potentiel udvikling opfyldende
f(4)=35 og f (8) =100

Find: Forskriften for f
Svar: Af ovenstéende sagning far vi
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Q= logy, - logy, _ 109100- log35 » 1,514
logx, - log X log8- log4

0g
p= Y - 35
Xla 41,514

» 4,288

Forskriften er altsa
f (x) = 4,288x,

Hvor eksponentielle udviklinger gav rette linier pa enkeltlogaritmisk papir, sa
giver potentielle udviklinger rette linier pa dobbeltlogaritmisk papir:

Et dobbeltl ogaritmisk koordinatsystem (DOLK) er et koordinatsystem, hvori
begge akserne er logaritmiske.

Saetning 28 (FS)
@ Funktionen f er en potentiel udvikling
Grafen for f er en ret linie 1 et
dobbeltlogaritmisk
koordinatsystem
Bevis:
Vi ser ved at tage logaritmer, at
y =bxx®
v

log(y) =log(b) +alog(x)
Dette beviser satningen begge veje:

Hvis f er en potentiel udvikling, saligger punkterne (log(x),log(y)) paen
ret linie med haddning a og skaaing log(b)

Omvendt, hvis punkterne (log(x),log(y)) ligger pa en ret linie, s er der
tale om en potentiel udvikling.
0

Eksempel
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| tabellen nedenfor er angivet omlgbstiden T og afstanden R til Saturn for
nogle af Saturns maner. (T er malt i degn og Ri Saturn-radier).

Mane T R
Encdladus 1,37 3,9
Tethys 1,89 4,9
Dione 2,74 6,2
Rhea 4,52 9,7
Titan 15,95 20,2
Hyperion 21,28 24,5
| apetus 79,33 58,9

Kan ovenstéende beskrives ved en potentiel udvikling?

Ja, plotter man T ad x-aksen og Rad y-aksen i et DOLK, safér man en ret
linie. (Se naeste side).

Forskriften for den potentielle udvikling findes:
Punkterne (x;,y;) =(2;5,4) og (X,,Y,) =(15;20) aflaeses pa selve
linien. Sagning 27 fortadler nu, at
Q= logy, - logy, _10920- log5,4
logx, - logx;  logl5- log2

» 0,6498

og
yl — 514
oa 06498

b=

» 3,442
X1

Ergo er ssmmenhaangen mellem T og R givet ved
R = 3,442x7 %%
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Givet: Saturn-manen Phoebe har omlgbstiden 550,5 degn.
Find: Afstanden fra Phoebetil Saturn.

Svar: Vi indsater T =550,5 i ovenstaende sammenhaang og far
R = 3,442>650,5°%% » 207,9

Phoebe befinder sig altsd ca. 207,9 Saturn-radier fra Saturn.
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1L

2.L

3.L

4M

Opgaver

Tag et stykke DOLK-papir, og inddel x-aksen i dekaderne 1 - 10 - 100 og
y-aksen i dekaderne0,1- 1 - 10- 100.

Indtegn derefter punkterne
A=(2;22) B =(5; 40) C=(10; 66)
D=(3,2;11) E=(7,8;19) F =(18; 36)
G=(38;7) H =(10;13) | =(24;22)
J=(9;2) K =(16;6,8) L =(42;9)
M =(56;5,6) N =(95; 2,4) P =(18;0,8)
Q=(11;11 R=(11;19)

Indtegn endelig liniestykkerne AB, BC, BE, DE, EF, GH, HI, GJ, HK, IL,
MN, NP, PQ og QR.

Herved dannes der et ord - hvilket?

Hvilke af nedenstéende funktioner har en graf, som er enret liniei
a et amindeligt koordinatsystem?

b) et enkeltlogaritmisk koordinatsystem?

C) et dobbeltlogaritmisk koordinatsystem?

f(x)=x° g(x)=3x- 4 h(x) = +/x
. X . 5 5
i(x)=2% J(X):3—X k(X):ﬁ
1(x) =/x - 4 m(x) =5 n(x) = 2x+/x

(For alefunktioner gadder det, at x>0).

Tabellen nedenfor viser nogle funktionsvaardier for en funktion f:

x | 02 ] 05 | 3 7 8
f) | 27 | 4 | 79 | 11 | 12

Ger rede for, at f tilneamelsesvist er en potentiel udvikling, og find en
forskrift for f.

Lav en tabel, som sammenligner de forskellige egenskaber og formler for
linesare funktioner, eksponentielle og potentielle udviklinger. Tabellen
skal indeholde forskrifterne, informationer om funktionernes grafer,
formler til bestemmelse af a og b samt oplysninger om, hvornar
funktionen er voksende €eller aftagende.
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5.M En starrelse kan vokse pato forskellige mader: plusvaskst og gangevaekst.

6.M

7.L

Der er tale om plusvakst, nar en starrelse vokser ved at man adderer
sterrelsen med noget, mens der er tale om gangevakst, nar man ganger
sterrel sen med noget.

a Lady afhaange lineaat af x, dvs. der findestal a og b, sdledes at
y =ax+b
Vis, a hvis x vokser med plusvakst, sA vokser y ogsa med
plusvakst.

b) Lad y afhaange eksponentielt af x, dvs. y = ba*.
Vis, at hvisx vokser med plusvakst, s vokser y med gangevaekst.

C) Lad y afhaange potentielt af x, dvs. y = bx®.
Vis, at hvisx vokser med gangevakst, sa vokser y med gangevakst.

Enlogaritmisk udvikling er en funktion f af formen
f(x)=aslogx+b

a Vis, at enhver logaritmefunktion er en logaritmisk udvikling med
b=0.

b) Vis, at en logaritmisk udvikling laver gangevakst til plusvakst.

C) Bevisfalgende:
Hvis f er en logaritmisk udvikling: f (x) =alogx +b, og antag, at
f(x)=y,09 f(x,)=Y,, sdgadder, at
__ Yo%
logx, - logx,

0g
b=y, - alogx

d) Bevis, a grafen for en funktion f er en ret linie i et omvendt
enkeltlogaritmisk koordinatsystem, hvis og kun hvis f er en
logaritmisk udvikling.

(Et omvendt enkeltlogaritmisk koordinatsystem er et
koordinatsystem med logaritmisk x-akse og almindelig y-akse.)

Nedenfor er vist graferne for funktionerne f, g og h. Bestem en forskrft

for disse funktioner.
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1M

2.M

3.M

4.8 Blandede opgaver

En eksponentielt voksende sterrel se forgges med 50% pa 13 ar.
a Bestem fordoblingstiden.
b) Bestem den procentvise forggel se over 26 &r.

Om en eksponentielt aftagende funktion f oplyses, at f (2) =80, og at
f (x) bliver 20% mindre, nar x gges med 3.

a Tegn grafenforfi et ELK.

b) Bestem halveringskonstanten for f.

Nedenfor er vist graferne for de eksponentielle udviklinger f, g, h og i.
Bestem forskrifterne for disse fire funktioner.
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4.M  For en eksponentiel udvikling f gadder det, at funktionsvaardien f (x) @ges
med 70%, nar x far en tilvakst pa 10.
Bestem fordoblingstiden.

5.M Nedenfor er vist grafen for en stykkevis eksponentiel udvikling. Bestem
forskriften.

6.M En eksponentielt aftagende funktion har forskriften f (x) =b>a*.
a Beregn a og b, nér det oplyses, at f (-2)=110g f (17) =0,9.
b) Bestem halveringskonstanten for f med 2 decimaler.
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M

8.M

9M

10.M

11.M

12.M

Om en eksponentielt voksende funktion f oplyses det, at f (- 1) =3, og at
fordoblingskonstanten er 7.

a Tegn grafenforfi et ELK.

b) Bestem f (27)

| et ELK er givet punkterne A=(-2;3), B=(6;16) og C=(12,10). Den
rette linie gennem A og B er grafen for en eksponentielt voksende funktion
f.

a) Bestem fordoblingskonstanten for f.

Den rette linie gennem B og C er grafen for en eksponentielt aftagende
funktion g.

b) Bestem halveringskonstanten for g.

Bestem Igsningen (2 dec.) til ligningen
2,730,817 =11

Om en eksponentielt voksende funktion f gedder, at
f()=2 og f(4)=12

F2) Bestem f (7) og f (- 2).

b) Bestem fordoblingskonstanten for f.

| Tidsskrift for Landgkonomi nr. 2, 1986, kan man laese, at afvandringen

fralandbruget indenfor den sidste halve snes ar har varet pa 4% om aret.

a Bestem den procentvise afvandring pr. tiar.

b) Bestem halveringstiden for antallet af beskadtigede ved landbruget
svarendetil en afvandring pa 4% om aret.

Nar man dyrker idrad i bjergene, kan den tynde luft veare et problem, idet
luftens indhold &f ilt aftager med hgjden. Luftens indhold af ilt kan males
ved ilttrykket. Tabellen viser sammenhaangen mellemilttryk og hgjde over
havoverfladen. Hgjden er angivet i meter, ilttrykket i mmHg.

Hgjde 0 500 | 1000 | 1500 | 2000 | 2500 | 3000
llttryk | 150 | 140 | 131 | 123 | 115 | 107 | 100

a) Gar rede for, at illtrykket tilneamelsesvist er en eksponentielt
aftagende funktion af hgjden over havoverfladen.

b) Bestemilttrykket i hgjden 2350 m over havoverfladen.

C) Bestem den hgjde, i hvilket ilttrykket er halvt sa stort som ved
havoverfladen.

61



13.M

14M

15.M

16.M

17.M

18.M

En eksponentielt voksende funktion f med fordoblingskonstanten 5
opfylder, at f (- 2) =3.

a Bestem f (3) og f (10)

b) Lesligningen f(x) =20

En potentiel udvikling f opfylder, at
f(2)=8 og f(3)=18

a Bestem en forskrift for f.

b) Bestem f (7) og f (0,8)

C) Lasligningen f (x) = 2.

En funktion f opfylder
f(2)=7,2 og f(4)=31
Bestem f (4,4), nar det oplyses, at
a f er en lineag funktion
b) f er en eksponentiel udvikling
C) f er en potentiel udvikling.

| bogen Elektriske installationer af E. Hviid Christensen findes
nedenstdende tabel over sammenhaagen mellem elektriske pagers
effektforbrug, malt i Watt, og deres lysstrem, malt i lumen.

Effekt 15 25 40 60 75 100
Lysstram| 130 | 240 | 430 | 730 | 980 | 1380

a) Gar rede for, a lysstrammen som funktion af effektforbruget med

tilneamel se kan beskrives ved en funktion af formen
f (X) =b>xx?

b) Bestem tallenea og b.

C) Med hvor mange procent gges lysstrammen, nar effektforbruget
fordobles?

d) Med hvor mange procent skal effektforbruget foreges, hvis
lysstrammen gnskes fordobl et?

Under passende omstaandigheder kan oplasning af sukker i vand beskrives
ved, at den uopl gste sukkermaangde aftager eksponentielt med tiden.

Af en oprindelig maangde pa 200 gram sukker opl@ses de 100 gram i | gbet
af 2 minutter.

Hvor lang tid varer det, inden 180 gram af de oprindelige 200 gram er
oplast?

Indholdet af et radioaktivt stof | et pragarat aftager eksponentielt med
tiden med en halveringstid pa 12,8 4.0° &r.
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F2) Bestem, hvor mange procent af det oprindelige indhold, der er
tilbage af det radioaktive stof efter 8,5X10° &r.

b) Bestem, hvor lang tid, der gar, fer indholdet af det radioaktive stof
er ndet ned pa 10% af den oprindelige veadi.

19.M Nedenfor er vist graferne for fire funktioner f, g, h og i. Bestem
forskrifterne.

20.M Et frysevarefirma har fundet ud af, at holdbarheden af pommes frites er
500 dagn ved - 30°C og 100 degn ved - 16°C. Det vides, at holdbarheden
er en eksponentielt aftagende funktion af opbevaringstemperaturen.
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21.S

22.M

Tegni et ELK grafen for denne funktion.

Bestem holdbarheden af pommes frites, der opbevaresved - 5°C i
et kel eskabs frostrum.

Ved hvilken opbevaringstemperatur
holdbarhed pa 50 dagn?

Hvor mange grader skal opbevaringstemperaturen ssankes, for at
hol dbarheden fordobles?

har pommes frites en

Nedenstaende tabel viser for en raskke pattedyr sasmmenhgrende vaardier af
legemsvaggten M malt i kg og iltforbrug Vi liter ilt pr. time.

Dyr M \%
mus 0,025 0,041
rotte 0,290 0,25
hund 11,7 3,87
mand 70 14,76
hest 650 71,10
elefant 3833 268,00

Indtegn sammenhgrende vaadier af log M og logV i et amindeligt
koordinatsystem.

Ger rede for, at logV med god tilnsermel se kan beskrives som en
linesar funktion af logM, og bestem en forskrift for denne
funktion.

Ger rede for, at svaret til opgave b) viser, at V afhaanger potentiel af
M, og find denne sammenhang.

Forudsig iltforbrug for en hval med massen 10 tons og en spidsmus
med massen 1 g.

Ved intensiteten af et pattedyrs stofskifte forstar det iltforbrug pr.
kg. legemsvaggt. Ger rede for, at jo starre et pattedyr er, jo mindre
er intensiteten af dets stofskifte.

Nedbrydningen af giftstoffet DDT i naturen kan beskrives ved en
eksponentiel udvikling med halveringstid 11 &r.

a)
b)

Hvor mange procent af stoffet nedbrydes paet ar.
Hvor lang tid gér der, for en given mamngde DDT er nedbrudt til 5%
af den oprindelige maangde?
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23.M Nedenunder er vist grafen for en stykkevis potentiel funktion.

24.M

a Bestem en forskrift for denne funktion f.
b) Las, gerne grafisk, ligningen
f(x)=14

Nar lys har passeret en vandoverflade og derefter gar ned gennem vandet,
vil intensiteten | (x) af lyset aftage med den vejlange x (malt i meter),
som lyset har tilbagelagt i vandet. Idet |(0) betegner intensiteten
umiddelbart under vandoverfladen, er forholdet mellem 1(0) og 1 (x)
givet ved
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25.M

26.S

M:e'kx

1(0)

hvor k er en konstant, der afhaanger af lysets farve. For radt lys er
k = 0,29 og for blét lyser k =0,046 (k malesi m™ ).

a Med hvor mange procent er intensiteten af radt lys faldet, nar lyset
er ndet ned i en dybde af 5 meter, og
1) lyset gar lodret ned gennem vandet?
2) lysstralen danner en vinkel pa 30° med lodret?

b) Bestem den vejlaangde, som radt lys har tilbagelagt i vandet, nar
intensiteten er halveret.

C) Bestem den dybde, hvor intensiteten af radt lys er 10% af
intensiteten af blat lys, nér intensiteterne af de to farver lys er ens
ved vandoverfladen, og lysstralerne gar lodret ned gennem vandet.

Nar et signal sendes gennem et kabel, sa vil det svakkes. Kaldes
intensiteten af det udsendte signal for I, og intensiteten af det modtagne

signal for |,, er signaltabet D i kablet bestemt ved

D= lOIogF :—Wi
2

Sgnaltabet angivesi enheden decibel (dB).

a For ca. 35 & siden kunne man fremstille lyslederkabler, hvor
intensiteten af det modtagne signal var 10% af det udsendte signal i
et kabel pa 10m. Bestem signaltabet i et sddant kabel.

b) | 1970 kunne man fremstille lyslederkabler, hvor signaltabet var 0,2
dB i et kabel pa 10 meter.
Hvor mange procent at det oprindelige signals intensitet udgjorde
det modtagne signal gennem et sddant kabel ?.

C) | dag fremstilles kabler, hvor intensiteten af det modtagne signal er
1% af intensiteten af det udsendte signal i et kabel pa 30 km. Det
oplyses, at signaltabet i et kabel er proportionalt med kablets
laangde.

Hvor mange procent udger intensiteten af det modtagne signal af
intensiteten af det udsendte signal i et sddant kabel, nér dets laangde
kun er 10 meter?

Oprindeligt blev logaritmer indfert af skotten John Napier i 1614 som et

regneteknisk hjadpemiddel. Det var nemlig lettere at finde logaritmeni en
tabel til to tal, addere disse logaritmer og tage den sdkaldte antilogaritme
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(expyo) (igen i en tabel), end at udregne produktet af de to tal. Den
relevante formel er

a:b = exp,,(loga+logb)
F2) Bevisdenneformel.

Teoretiske overvejelser viser, at den hastighed, hvormed man kan lagge to
n-cifrede tal sammen, er proportional med n, mens tiden for at

multiplicere to n-cifrede tal er proportional med n?.

Du skal nu undersgge, om dette passer.

| skal arbejde sammen to og to. Den ene er tidtager, mens den anden
regner nedenstdende stykker ud uden brug af lommeregner. Bagefter
bytter | roller. Indfar resultaternei et passende skema.

(Der skal regnes 3 stykker ud af hver type - dette er for at forgge
ngj agtigheden af tidstagningen.)

Additio

n=1: 2+3 4+7 5+9

n=2 : 12+ 65 87 +56 34+28

n=3 : 527+ 376 326+ 948 362+ 482
n=4 : 2595+ 9283 9394 + 2683 2749+8429
n=>5 : 29672+ 92938 62739+ 92745 20439+ 92873
Multiplikation

n=1 : 2>°3 457 5°9

n=2 : 12565 87°56 34>28

n=3 : 527>376 326>948 362>482
n=4 : 25959283 939452683 2749>8429
n=5 29672>92938 62739>9274% 20439>9287:¢
b) Indtegn dine tider for addition og for multiplikationi et DOLK.
C) Passer de teoretiske forudsigel ser ovenfor?

d) Hvor lang tid vil det tage dig at

1) addere to 100-cifrede tal?
2) multipliceret to 100-cifrede tal?
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Facitliste

Sektion O:

1: 131071 kornfrg 2:cal, 84x10'° kg
Sektion 1:

la 1679616 512 0 893871739 3,652x0°
1b: 0,001 0,0625 0,0080 1 0,0909

lc: 5,6234 22,3607 22,3607 1,5651 2
1d:  0,5417 5,9176 7,2249 20907515,8 0,9739

le. 8 0,125 8 8 8
3 al b5 c5 d52e2 fi1 gl h2:5t j:2%:3:5
jp 24:32 Kk 2:3F I 278:3° m 7Y n 233

5: % betyder, at udtrykket ikke er defineret.
a2 b c2 dwe2 f:% g2 h2 i:-3 j:%

ki% m:3 nn0 o0 p: 32 g %
6. a (ab!"=al" st o (gl =
C: (am)ﬂn - (alln)m d: (an)lln —a

7 a4 b16c9 d19e8l f:2 gli2h 4 i:4 .8
k:32 I:2 m: 2 n: 4096(:212) 04 p 4

. . . Q33 . 23 . n-TI12

8: a6 b: 83—44_1 c. p d: 2

9  a xOxy® b: a4 c 1 d: at’
e a79/6 f Q/g g a-lﬂ22b7/4

10:  a /2 b 7‘/5;‘/1_5 ¢ J/3-+5 d&f5-1 e 2-45 0

11: a 3* by 271 c: 5° d a® e x* f:
g a® h: b? i; p i g° k: 13" K
m: -1 n; 2°P*3 o 3" p: 7° q b I
s e t: a' u 712 v 2% w272 X:
y: 10> z pt’

12: a5’ b: - 6° c 7° d: 28 e 28:3° f:
g ab® h: 307 ir 3x°y?  j: 3° k: 7" E
m: 81 n: 30%2a® o2 p: 42 g 53 r
s 2710 t 3822y a®m® v (3727 wo-1 X:

2

y e%] "oz By

13; a 2° b: 5° c a%® g &° e 2°/5°
f: 1 g 30° h 54 i; 28 ji e’
k: 10° . 68

14: a4 b: /2 c. 2 d: 2 e bix?



f: ab 2 g a h 2a i ./2a j: a/60
ki a®? I: b®

15: a1l b: 522726 c. d? d a?Priop2p4
e 3x°y %zt

Sektion 2:

2: a 3 c,d 4: e

S exp, (m):exp,(n) = exp, (m+n) (exp, (m))" = exp, (M)
exp, (M) _ . _
—2 ~ —exp,(Mm-n exp.(n):exp,(n) = ex n
o, () Pa( ) P4 (N):exp,(n) = expy, (N)
M:expé(n)
expy, () b

6: ail b3'cs5tdo e1 f:6"

Sektion 3:

2: b: 9,26 mia c. 2026 d: 19,53 %

3: a f(x)=1,00474,2579" b: f(x)=7150429x,1112"
c. f(x)=4,2426>0,8409" d: f(x)=6x4"
e f(x)=6x,2599" f: f(x) =0,007053%1,32
g. f(x)=2,9046x,1339"

4: a f(x)=29,4%,02523", x er antal &r efter 1965
b: 70,31 mill c. 2,523 % d: 28,29 %

5: a f(x)=100%,12* b: 100,95 kr. c: 0,949%
d

12,68 %
6: Tjah - et rigtigere belgb ville vaare 4894,44 kr.

7. a f(x)=143093x0,9777%, x er antal & efter 1972
b: 2,23% c. 76112
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Sektion 4:
1: a 2loga b: 10logx c: Inp d: 6log2 e 2-2log3
f: In10 g: log5

2: a log2 b: log2 c. -2logs d: 2log2 e 2log2
f: 3£In6 g: 2log#  h:2nlogx i: 12In2-2In3  j: -3
3 a f(x)=162x,0211% b: 2037
4.  a90dB  b: 1W/m? ¢ 3,01dB
5: ae ., e? Dbo,1 c: 10 d: 0,24097 ; 41,4987
Sektion 5:
1. a T,=2,6419 b: T, =0,2130 c. T,, =6,5788
d: T, =6,1163 e T, = 693,4933 f: T, = 346,2269
3 f(x)=3,9575%0, 7408 4:  g(x)=0,3217%,8779"
5: 2 6: 2
Sektion 6:
1 ELK
2 b: x er antal &r efter 1970, f (x) =58%,0624"
C 248 gre d: 11,45 &
3 a eksponentiel udvikling b: ca. 200 ansggere
4:  f(x)=50170x,2585" g(x)=3,174850,8909* h(x)=4
Sektion 7:
1: HEJ
2: agm b: i,j,m c: f,hk,mn
3 f(x)=52x%
7. f(x)=21 g(x) =30x %  h(x) =4xx*?
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Kapiteloversigt

Potensr egner egler
aX

a*:a¥=a*" 2 -axy (@*)Y =a™ a’=1
3V
n n
i:a'x a" )" =(axp)" a_:ﬁgk na:aﬁl
a* b" b
VYa _ [a
Va:¥b=%ab  —=n/—
Vab=vab  Z=qff
Eksponentialfunktioner
f(x)=a* a>0, xI R
Eksponentiel udvikling
f(x) =b>a* a>0,b>0,xI R
Hvis f (%) =y, 09 f (%,) =Y,, s
a= ¥ X & og b:i
Y1 a’
Fordoblingstiden: T, = log2
loga
L log+
Halveringstiden: Ty =
loga

En eksponentiel udvikling giver en ret linie i et enkeltlogaritmisk
koordi natsystem (ELK).
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Potentiel udvikling
f (x) =bxx? b>0, x>0

Hvis f (%) =y, 00 f(%,) =Y,, s
o= logy, - logy,
logx, - logx;

09

En potentiel udvikling giver en ret linie i et dobbeltlogaritmisk

koordinatsystem (DOLK).

L ogaritmer

y=exp,(x) U x=log,(y)
log,(1) =0

log, (x:y) =log, (x) +log, (y)
log, (5) =l0og, () - log, (y)
l0g10(X)

19909 o @)

log(x) = log,y(x)
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log,(a) =1
log, (x*) = yog, (x)
log, (Va) = 4l0g, (x)

In(x) = log, (X)
(e»2,7182818..)



