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1. Integralregning

Hvad er arealet af den skraverede punktmaengde?
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1.1 Stamfunktioner og det ubestemte integral

Lad ossedet i ginene med det samme: Integralregning gar i hej grad ud pa at arbejde med
gamfunktioner... Vi sarter derfor med et kort resumé af, hvad en samfunktion egentlig er for

NOget:

Definition 1

En stamfunktion til funktionen f er en funktion F som opfylder
Fdx)=f(x).

Man bruger normat notationen ()f (X) dx for en stamfunktion il f.
En funktion, som har en slamfunktion, kaldesintegrabel.

Det lidt mystiske symbol (‘) kaldes et integraltegn. Det har form som et langstrakt S, og

naive gade kunne frigtestil at tro, at Set kom fra det farste bogstav i ordet stamfunktion.
Dette er dog ikke tilfaddet; Set kommer fra det latinske ord Summa, som betyder sum.
Symbolet blev indfert af Leibniz omkring 1675. Funktionen f kadesi gvrigt integranden.

Bemagk, at dx'et ogsa herer med til integraltegnet. Det viser Sig at vagre et ganske nyttigt
symbol og ikke bare, som man umiddelbart ville tro, af ornamenta karakter.

Der er desvaare e lille problem omkring samfunktioner. Vi illustrerer det i det falgende
eksempd!:
Eksempel

Idet (SinX)¢=cosx, harvi,a (posxdx =sinx.

Men der gedder ogsd, at (Sin X+ 3) (= CcosX, sAvi har (posxdx = sinx+ 3.

Fektisk vil enhver funktion af formen sin X+ k , hvor k er et redt td, vageen
damfunktiontil COSX .

Det ser ud til, at integraet ikke er saligt veldefineret. Og det er det sadan set heller ikke -
man taler om det ubestemte integral. Falgende seeining viser, a det dog er rimdligt let at fa
styr pa dette ubestemte integralet.



Saetning 2
Lad f vezeenfunktion, som er defineret pdintervallet I, oglad F;

og F, vageto samfunktioner til f pa|l. Safindeset redt ta k, sdledes
a

F (X) = Fo(x) +k fordlexT I.

Bevis:
Vi differentierer funktionen G givet ved G(X) = F;(X) - F,(x) ogfér
G(x) =F(x)- F4(x)=f(x)- f(x)=0

G har dtsadifferentidkvotienten 0, og idet G er defineret paetintervd |, SAamaG
vagre en kongtant funktion, dvs. der findes et redt tal k, sdledesat G(X) = k.
Men dette betyder, at

k=G(x) =R (x)- F(X)

R
F (X)) =F(x) +k.

Sadning 2 betyder, a man normalt kan tillade sg at skrive
(posxdx =sinx+k

Det er dog ikke dtid, at man tager k'et med - f.eks. udelades k'et normdt i integratabeller og
formdsamlinger.

| beviset for sadning 2 benyttes det, at funktionerne ale er defineret pa et interval. Ssaningen
gadder ikke, hvis definitionsmaangden ikke er et interva. Dette skyldes, a ssgningen

G(x) =0 P G(x) = konstant

ikke gedder, n&r definitionsmaangden for funktionen G ikke er et interval. Man skd altsa passe
meget pa, hvis definitionsmaangden ikke er et interval.

Eksempel
Vi har, &
o L 1
X2 x2
Dette betyder umiddelbart, at
.1 1
—dx=—=+k
052 X



Men her ska man passe pa, fordi k faktisk ikke er en konstant! Eksempelvis er begge

nedenstdende funktioner ssamfunktioner til funktionen - iz:
X

ix1x>0 ix1+3x>0
F(X) =7 og G(x)=j ’
ix1x<0 ixt+4,x<0

Dette skyldes, at integrandens definitionsmaangde er R \{ O} ,somikke er et intervd,

og at vi derfor kan andre 'konstanten' k pa hver af de to sammenhaangskomponenter
I definitionsmaangden uafhaangigt a hinanden.

Vi afdutter dette kapitel med a give et par eksempler pd, hvilke dags opgaver, man kan blive
udsat for i forbindelse med stamfunktioner og det ubestemte integral:

Regnede opgaver

Opgave: Find den samfunktion til funktionen f (x) = €%, hvis graf g& gennem punktet
(13)

Lesning: F(x)=Cg*dx=¢e"+k

hvor vi dtsa blot skd finde k. Opgaveformuleringen fortadler os, at F (1) =1,
hvilket ved indssdtel se giver

1=F()=€e'+k=e+k
k=1-¢€

Den sagte samfunktion er derfor
F(x)=e*+1-e

Opgave: Find den stamfunktion til funktionen g(Xx) = l hvis graf har linien med
X
ligningen y = X + 3 som tanget.

Leming: Den sagte samfunktion betegner vi med G. Vi sarter med at finde
reringspunktet X, til tangenten. Idet linien har heddningen 1, og

G(Xg) = g(Xg) netop er tangentheddningeni X, ses, at
1 -
g(%)=—=1 U x,=1
XO 0

Man ska nu passe lidt p3, idet definitionsmaengden for g ikke er et
interva. Vi har jo, @ Dm(Qg) =] - ¥;0[E]O;¥[ - dtsato digunkte
intervaler, og den samfunktion, vi skd finde, har kun mening i & interva. Vi



indskraanker os derfor til det interval, som indeholder X, =1, dvs il
intervalet ]O;¥ [ . Her gadder da

G(x):Z§dx:Inx+k,x>O

og det er nuen sma sag a finde k. G(1) =1+ 3 = 4, idet tangentens
reringspunkt (1,1+ 3) = (1,4) gerne skulle ligge pagrafen for G. Vi fér da,

at
4=G(1)=Inl+k=0+k =K
0g den sagte stamfunktion bliver
G(x)=Inx+4,x>0
Opgave: Bevis, a (Jnxdx = xInx- x+Kk.
Lesning: Dette er nemt nok; vi differentierer bare hgjresiden og ser, omvi far
integranden pa venstresiden:
i(x><1nx- X+k)=
dx

d d d
—(xInx)- —(x) +—(k) =
%X( ) dx(d) 0|X( )
—(X)Hdnx+x%x—(Inx)- 1+0=
dx dx

1><Inx+x><§- 1+0=

In x

Bemagk, at der altid gadder, a

c?_x Of (X)dx = f (x)

Dette fdger jo af definitionen a stamfunktionen.
Hvis man skal bevise en integralformel, s3 er det dtsd en god idé a differentierel

Et spargsmd, vi ska vendetilbage til senere, er: Hvilke funktioner er integrable? Det er
lick svaart a give et fyldestgarende svar pa dette speargsmd, men dlerede nu kan vi afdare, at
funktioner, som er kontinuerte, ogsa er integrable. Faktisk er stykkevis kontinuerte funktioner,
dvs. funktioner, der er skrevet som en gaffelforskrift, og hvor de enkelte delfunktioner er
kontinuerte, ogsa integrable funktioner.

Opgaver
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| den bla formdsamling (Matematisk formelsamling, Matematisk linie, Hgjt
niveau) findes der pa side 30 en hel raskke formler for forskellige stamfunktioner,
f.eks.

(‘pinxdx: - cosx + k

Bevis (en demaangde &f) disse formler.
Bestem den samfunktion til  (X) = 4x3, hvis graf g& gennem (1,3).
Bestem den stamfunktion G til g(Xx) = /X, som opfylder at G(1)=2.

Bestem den samfunktion til h(x) = X, som har linien med ligningen y = - X +1 som
tangent.

Bestem de stamfunktioner til k(x) = 3x2, som har linien med ligningen y = 3x + 2
som tangent.

Bestem den stamfunktion L til funktionen | (X) = iz som opfylder at L(1) = 2.
X

Husk a medtage den rigtige definitionsmaangde!
Bestem stamfunktionen M til m(x) = - iz opfyldende M (- 2) =1.
X

Bevis, f.eks. ved a differentiere, a funktionen F bestemt ved

2

1
2X <

0
X

I
o O O

, X
, X
2 x

i-
:

F(x) =i
\ >
|

1
2

er en gamfunktion til funktionen f (X) =|x|. (Du skal bruge tretrinsraketten direkte
for a kunne differentiere F i punktet X =0)



1.2 Regneregler for det ubestemte integral

| denne sektion vil de forskellige regneregler og teknikker indenfor integralregningen blive
prassenteret. Dels er der nogle smple regler, og dels er der de vigtige metoder partiel
integration og integration ved substitution.

Satning 3 (F9)

Lad f og g vage integrable funktioner, og lad sogt vageredleta. Da
gadder fadgende regneregler:

) Jf(9+909)dk = Of () dx+ ((x)dx

b) A f (X)- g(x)dx = f (x)dx- () dx

c) X (X) dx = sx)f (x) dx

d) QI sxf (x) +txg(x)) dx = sxOf (x) dx + t X0 (x) dx

Bevis:
Bevisarne for dlefireregler er dle af den samme surdgj, s vi ngies med at bevise

regel a). Strategien er den, at vi differentierer hgjresiden og ser, om vi f& integranden
pa venstresiden:

(;j—x((‘)f (x)dx+ g(x) dx) =

d . d .

—(Of (X)dx) +— dx) = f (x) +

- (OF (98 +—-(AE() &) = f (%) +g(x)
Dette er jo netop integranden pa venstresiden, og dette beviser reglen.

Vi brugte differentiationsreglen
() +9(x)) (= f(x) +gUx)

og regel a) kan da ogsa betragtes som en omformulering af denne regd.
0

Eksempler

2
a) - 12x+5)dx:-12(‘y<dx+5(‘ylx:-12><X7+5><x+k:-6x2+5x+k.

Her benyttes den lidt underlige notation (yix = (jLdx.

. , N NE 2
b) 27 - 3X° +4x+9)dX =2%—- ¥~ +4x - +9x+k=
4 3 2



N
> x3+2x% +9x+k

-1
0) (‘j4x‘l+2x‘2+%)dx:4lnx+2x)f—1+2«/?+k:

4Inx - §+2&+k

Integration af produktfunktioner er ikke helt enkel. Det samme gadder ved differentiation, hvor
vi husker, a den noget komplicerede regd gedder:
(f:g)((x) = f(x):g(x)+ f(x):9'(x)

Reglen, vi finder, kaldes partiel integration dler delvis integration, fordi integrationen ikke
umiddebart ferestil ende, men ordnesi dele.

Satning 4 (Partid integration) (FS)
Lad f og g vageintegrable funktioner, og antag endvidere, at g er
differentiabel. Da gedder
Of (X)xg(X) dx = F(x)>g(X) - OF (x) xg%X) dx

hvor F er en samfunktion til f.

Bevis:
Vi differentierer hgjresiden:

d \
—(F007809- OF (091 0x) =

d d/.
S (F00709) - (P (0909 o) =

F(x)>g(x) + F(x)>g(x) - F(x)>g(x) =

F(x)>g(x) = f(x)>9(x)

Idet vi opndr integranden pa venstresiden, er saningen bevist.
o]

N& man benytter partiel integration er det en god idé at skrive dle melemregningerne ud; den
bitre erfaring viser, at fortegnsfgl er meget hyppige. Endvidere ska man lave det rigtige valg
a, hvilken af faktorernei integranden, man vil differentiere. Endelig er det en god idé at gare
prave - dette sker ved a differentiere facittet og se, om man far den oprindelige integrand.



Advar sel
Envigtig ting a bemaake, er & man ikke bar e kan integrere produktvist. Formlen
Of (X) xg(x) dx = Of (x) dx x(p(x) dx

gadder ikke! (- og det er jo derfor, man er nadt til at bruge den bavlede metode
kaldet partid integration... )

Regnede opgaver
Opgave: Beregn integralet ()< >e™ dx.
Lesning: |det integranden er et produkt, kunne man foredtille g, a man skulle  bruge

partie integration. Vi vadger | farste forsag
f(x)=xogg(x)=¢€"
Vi far da, at

X2 X
F(X):709 g%x) =e

Partid integration giver da
X2 N
OO@X dX:7>€X - 0?>exdx

hvilket vi ikke blev meget klogere &f - integranden blev faktisk mere
kompliceret end far.

N3, men vi prever sAmed
f (x) =€ og g(x) = x

Dette giver
F(x)=e*og g(x)=1
og Vi far
OO€  dx = xxe* - gbe*dx=xe* - o dx =

xe* - e* +k

Opgave: Beregn integralet ()<“e* dx..



Lesning:

Opgave:

Lesning:

Morde:

Opgave:

Lesning:

Opgave:

Lesning:

Bdaat af vore dyrt laate erfaringer differentierer vi nu x?:

(‘)XZeX dx = x%e* - (pxe* dx =
x’e* - 2(xe* - e*)+k=

x?e* - 2xe* +2€* +k
hvor vi brugte resultatet fra den sdste opgave.

Beregn integralet ()<°e* dx.

Denne gang differentierer vi faktoren x3:

O dx =x%* - pxZe*dx =
x3e* - 3(x%e* - 2xeX +2eX) +k =

x3e* - 3x%eX +6xe* - 6e* +k

Hvis den enefaktor er en potensaf X (eller et polynomium), sa er det
dennefaktor, der skal differentieres.

Dette er dog en sandhed med modifikationer, som naeste eksempdl viser:

Bestemintegralet ()< ¥nxadx.

Det viser Sig her & vage smart at differentiere faktoren In x:

X2 2

X< 1
AXHANXAX = —XANX- A—>X=dx =
O 2 2 X

2 2 2
X X X X
—qnx- Acdx=—xNnx- —+Kk
2 OE 2 4

Vi dutter af med en lidt underlig anvendelse &f partiel integration:
Bestem integralet (jn xdx.

Vi opfatter integranden som et produkt af Inx og den konstante
funktion 1. Vi differentierer In X og integrerer 1-talet:

@.ﬂnxdx: X¥qnx - @(%dx:

X¥{nx- c‘yix:xﬂnx- X+ k

10



Det er vigt pasin plads at pdpege her, a man ofte fusker lidt med integrationskonstanten k.
F.eks. er udregningen

2 (yosxdx=4sinx+k
forkert! Den rigtige udregning er faktisk
2 (yosxdx =3 (sinx+k) = 3sinx+3k
. . . l -
Men dligeve skriver man oftest k i stedet for Ek- Dette skyldes, at k jo er en ukendt

kongtant, og det er derfor ligegyldigt, om den ganges med % Oftest bestemmesk det ikke,
eler man bestemmer k efter integrationen ved indsadtelse & nogle tavaadier.

En anden vigtig integrationsmetode er integration ved substitution, som viser Sg & vaae
integrationsvarianten & reglen for differentiation af sammensatte funktioner:

(f o g)(x) = f«(g(x)>g4x)

Saning 5 (Integration ved substitution) (FS)

Lad f og g vaze integrable funktioner, og antag endvidere, a g er
differentiabd. S&

Of (9(x)) xg&x) dx = F(g(x)) + k

hvor F er en samfunktion til f.

Bevis:
Beviset er ganske smpedlt; vi differentierer hgjresiden og skulle gerne faintegranden pa
vendresden:
d
ax (F(9(x)) +k) = F&€g(x)) >g«x) +0 = f(g(x)) xg&x)
6

: : . , . d .
| praksis anvender man ikke saning 4 direkte. | stedet (mis-)bruger man d—y-notatl onen:
X

Ladervi yvage y = f (X) sakanvi opfar[te%: f (x) som enkvotient - hvad det dtsa
X

ikke er. Vi kan gangeigennem med dx og far dy = f ((x)dx

11



Anvender vi denne regneregd i forbinddse med integraltegnets dx, kan integration ved
subgtitution foretages neesten automati k.

Eksempel
Vi vil beregne ()2 cos(2x) dx :

Vi sadter y lig den indre funktion: y = 2X
Saer

dy = y(x)dx = 2dx
og integralet kan nu omskrives

02cos(2x) dx = (ypos(2x) x2dx = (pos( y)dy =
sn(y) +k =sin(2x) + k

Alternaivt kunne man skrive
O2cos(2x)dx = cyos(2x) d(2x) = (pin(2x) +k
hvor mani det andet integra opfatter integrationsvariablen som 2x.

Man bruger traditionelt symbolet t i stedet for y i den ferste metode.

Regnede opgaver
Opgave: Bestem integralet (pin(2x +4) dx.
Lesning: Vi sater t = 2Xx +4 og far dt = 2dx

GFin2x+4)dx = (‘j;int%dt =

%(- coqt)) +k =- %cos(2x+4) +k

Opgave: Bestemintegralet (RXX(x* +4)°%dx.

Lesning: Vi sadter t = x2 + 4 ogfér dt = 2xdx
CRXX(X° +4)°dx =¢§°ctt = %U +k :%(xz +4)" +k

Opgave: Bestem integralet C‘)@dx.
sin” x
Lesning: Vi sater t = Snxog far dt = cosxdx

12



« COSX <1 1 1
O dx= dd=--+k=-—+Kk
sin? x Oz t sinx
Opgave: Beregn (y—— dx
e B g
Lesning: Her sates t = x+ 1, og dt =dx. Det er normdt en god idé at forhindre

sammenblanding af de to integrationsvarigble X og t indenfor samme
integrand, men her kan det ikke umiddelbart undgas:

\

WX
O =0

Menhuskervipd att=x+1U x=t- 1, fa vi
. X

\t'l N\
X=0——dt=qgl- )dt=
O>_<+1 t d t
t- Int|+k=x+1- Inx+1 +k

Vi har nu en hel masse metoder til a finde ubestemte integraer. Hvilken metode ska man
anvende for et givet integrd? Fagende tommefingerregler gadder

1) Hvis integranden indeholder en sammensat funktion, sa prev farst med substitution.
Sad t lig indmaden af den sammensaite funktion.

2) Hvis integranden er en kvotient, s prv igen substitution. Sad t lig neevnereni
kvotienten.

3) Hvis integranden er en rationd funktion (dvs. en polynomiumsbrek), sa kan man enten
lave polynomiers divison for a smplificere integranden, dler man kani enkdtetilfadde
benytte den sdkaldte stambr gksmetode - se opgave 2.5 og 2.6 nedenfor.

4) Hvisintegranden er et produkt, og der ikke er sammensatte funktioner pafaarde, sa
kan man preve partid integration. Som den faktor, som bliver differentieret, er det

bedst at vedge Inx eler x".

Opgaver
21 Begemfdgendeintegraer:
a) (J8x- 6)dx b) (- 3x° +4x +5) dx
0) (J2x3 - 5x* - 2x- 4)dx d) (J5X ? +4x73 +2x%) dx
5) Vx +3/x +4/x) dx f) X/ x +4x R/ - %)dx

13



2.2

2.3

24

o)
i)

K)
m)
0)

Q)

a)

<)

€)

(Jsinx+ 2cosx) dx h) (J1+ tan® x+2x) dx

\, O 1 . R

d? +CoSX + o~ X) dx i) (y3e* +e*)dx

(ycos2x +sin3x+ 2+/x) dx ) lo Gz )dx

3Vx + J_)dx N ye*+x°)dx

(x° +4x%) dx p) X+ x?)dx

c‘i% +24/%) dx U GBI
Bestem falgende integraler. Brug partidl integration.

O<>sinxadx b) Ox>cosxdx

OX? >sinxadx d) O® >cosx dx

Z x% ¥nxdx f) C)ljfxdx

X

9

QInx)?dx  (Vink: Omskrivtil ¢Jnxdnxdx)

Bestem fdgende integraer. Brug integration ved subgtitution.

a)

o)

)

K)

(4x- D°dx b) (x +5)%dx
é(&(%)zdx d) CZXXV x> + 3dx
CRx>sin(x*) dx f) (‘x>ex2 dx
Bx° xﬁdx h) Cposx>sin? xdx

. X+1
Y nx>eCOSXd>( H hY
¢ J) X2 +2x+1

(I3%% +4x+2)(x® +2x2 + 2x+ 6) % dx

Bestem falgende ubestemte integrder:

a)
<)

€)

9

. X

071 = dx b) (‘y<e' X dx

V1- x

O/x- 2dx d) Oxsin(4x?) dx
oYX +2dx f) C(x +1)e* *2Xdx
(x +1)2e® dx h) (J3- ) sin(3x) dx

14



2.5

2.6

i) Ox>sin(@x) dx ) (J1+ tan® x) >cos(tan x) dx

k) OX® In(x®) dx 1) Jn(x?) dx
m) (‘)«/%dx n (‘x>e3' i
J(Inx)° “ 2. a
0) onx p) O~ sin(x® - 1)dx
) b(l_%y‘dx D O ¥ Inxdx
. Ax- X3 <1 i
7 Gilgee Y ORT

Vi vil i denne og den fdgende opgave skitsere nogle metoder til integration &f rationde
funktioner (polynomiumsbragker).

a) Vis, ved brug a polynomiersdivison, a
X% - x+1 3
N e X_ 2 +—
x+1 X+1

b) Brug resultatet frad) til at bestemme det ubestemte integral
2
\ X = X + l
dx
x+1

Husk at angive definitionsmaangdernel

C) Benyt en tilsvarende metode til at bestemme integraerne

22X +x+1 OCHEXZ +x+1
O X+3 X °d O X+1 o

Den her skitserede metode er naturligvis kun anvendelig, nér tadleren i den rationale
funktion har hgjere grad end naevneren.

a) Bevis, a
2x+1 1 N 1
X2+x-6 X-2 Xx+3
b) Bestem
+
- 22x 1 dx
X°+X- 6

Omskrivningeni &) a den rationae funktion kaldes en opsplitning i stambrgker. Man
kan vise, a hvistadlerpolynomiet har lavere grad end neavneren, og hvis det er muligt
at faktorisere nearnerpolynomiet i farstegradspolynomier, sdkan man finde en
opsolitning i stambraker.

15



C) Bestem talenea og b, siledes at
+7 _ a N b
X2 +4x+3 x+1 Xx+3
0g bestem integralet
< 3X+7
x2+4x+2OIX

d) Bestem reddernei polynomiet X3 - 3x- 2 (der er en dobbeltrod!)
Bestem derefter tdlene a, b og ¢, sdledes at

4x*-3x-1_ a L b ¢
x3-3-2 x+1 (x+1)? x-2

0g bestem integralet

Ax?-3x- 1
dx
x3-3x-2

16



1.3 Det bestemte integral

| modsadning til det ubestemte integral er det bestemte integra et tal. Definitionen er som
fdger:

Definition 6 (FS)

Lad f vegre enintegrabel funktioni intervallet 1, oglad a,b T | . Det
bestemte integral er tallet defineret ved

Qf (0 =F(b)- F(a)

hvor F er en vilkarlig samfunktion til f.

b
Bemagk, a Q f (X) dx ikke afhaanger af, hvilken samfunktion F(x) men vedger. Ifdge

saaning 3 aviger to sdanne stamfunktioner nemlig kun fra hinanden med en kongtant k. Sa
vadger vi | gedet samfunktionen F;(X) = F(x) +k , fas

(5f(X)dX= F (D) - F(a) = (F(b) +k)- (F(a) +k) = F(b)- F(a)
hvilket viser, a K'et kan ignoreres.

Det er ogsa af samme &rsag, at f skal vaaeintegrabe i et interval. Vender vi tilbage il
eksemplet frasektion 1, side 3, sdkunne man kommetil a lave fdgende beregninger:

él-x—lzdx:F(l)- Fe=t-Lo1 (=2

171

og
5 - = dx=G(1) - G(-1) = (3+3)- (-=+4) =4- 3=1
SR 1 -1

1
Dette viser, a integralet 01 izdx ikke er veldefineret, og faktisk er at betragte som
X

meningslgst. Igen skyldes dette, at integranden ikke er defineret pa heleintervallet [-1;1].

Eksempel
| praksis foregér udregningen af bestemte integraler som falger:

§2xdx:[x2]f =32.1'=9-1=8
hvor symbolet [F(x)]z betyder F (b) - F(a).

Et par andre bestemte integraer er
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o1 . _ 10 _ _..10 _

Q ;dx—[lnx]5 =1n10- In5-|n€—ln2
0g

\p

0, sinxdx =- cosx]f’IO = - cosp - (- coy(- p)) =

-(-D-(-(-1))=0
- det kan vigt godt betde sig at passe pa fortegnene her!

Nedenstdende regel a) kaldes ofte indskudsreglen:

Satning 7 (FS)

Lad f vezeintegrabe i intervalet 1, oglad a,b,cl | . SAgedder:
9 Qf(d= QT (dcr ()
B f (=] f(x)dx

Bevis:
Lad F veee en vilkalig samfunktion til f pa|. Beviset for a) er da

O f(Na=F(c)- F(a) = F(c)- F(b)+F(b)- F(a) =

F(c)- F(b) +F(b)- F(a) = (F(c)- F(b)+(F(b)- F(a)) =
Of (k+Q) F (X

og for b) fas
C;Jf(x)dxz Fb)- F(a)=- (F(2)- F0))=- f (x)dx

(0]

Alle regnereglerne fra sdste kapitel kan uden videre overfarestil det bestemte integral:
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Satning 8 (F9)

Lad f og g vage integrable funktioner i intervallet |, lad a,b1 |, og
lad sog t veaeredletd. Sa gadder

3 Q)+ g dx= g f(x)dx+Qu(x)dx
B Qf(9- g dx= g f (Y- Qu(x)d
0 (:;SXf (x)dx:sxc;f(x)dx

B Q(sX (x) +Txg(x)) dx = 5x) T () ok X0 cx

Bevis:

Beviserne fager direkte a ssdning 3. Vi ngies derfor kun med at skrive beviset for @)
udi detajer:

Ifalge sadning 3, @), gadder, at
A f (9 +g(x))dx = F(x) + G(x)

hvor F og G e gamfunktioner til henholdsvisf og g. Dette betyder, at

Q(F (0 + g0 dx=[F (0 + G’ =
(F(b) + G(0) - (F(a) + G(@a)) =

(F(b)- F(a)+(G(b) - G@) = & f (Ydx+ ) g(x) e
o]

Satning 9 (Partid integration) (FS)

Lad f og g vageintegrable funktioner i intervalet |, g differentiabod i |
og a,bl |.Dagadder

Q T (0909 =[F(Ia)]2 - QF(9gu9) dx

hvor F er en samfunktion til f.

Bevis:

Fra ssdning 4 vides, a
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Of (9909 ek = F(x)g9) - OF (998 o
Bruger vi definitionen af det bestemte integrd, sa fas.

Q (090 =

[F09909 - gF (g e =

[FOO90]: - [F (9ga e =

[FOOGML2 - §F ()98 ck

Eksempel

P .5 5 5
(‘Sxezx dx= Soce? Y (‘Slxlezxdx:hixezx - hleZX =
g7 2 72 R PR

Gosred- Lase?) - (Lo Loty = O Lg
2 2 4 4 4 4

Endvidere gedder fagende ssaning:

Saetning 10 (Integration ved substitution) (FS)

Lad f og g veere integrable funktioner paintervalet I, g differentiabe
pal.og a,bl I.Sa

0 (0 a®x) & =[F(ge)]% JFO]2Y)

hvor F e en gamfunktion til f.

Bevis:
Frasadning 5 vides, at

Of (9(x)) xg&x) dx = F(g(x)) + k

Dette betyder, at

& F (90090 ek =[F(g() K]’ =
(F(g(0))+K) - (F(g(a) +k) =
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F(g(b))- F(g(a)) =[F(g(x)]° =

F(g(b))- F(g(a)) =[F(1)]%)
0

| praksis udfares integration ved subgtitution dog pa fadgende méde:

Eksempel
3
Integralet (‘; 2xe* dx a beregnes. Vi sater t = X2 og observerer:

dt =2xdx
t=9forx=3
t=1forx=2

Derfor fas, at

3 9 9
(‘;)2x>e"2 dx = Qet dt :[e‘]4 =e’- ¢*

Det er ekstremt vigtigt, a man husker at aadre graanserne, nar man aandrer
integrationsvariablen!

Regnede opgaver
o) Beregn integrdlet ¢ e -1
ave: eregn integr
Pg egnintegrdlet 9 ——
Lesning: Vi bruger integration ved subgtitution:
t=e*+1,s84e* =t- 1
dt = e*dx
x=2pb t=e?+1
x=0pP t=2
Defor
2e" - 1dx— FHt-1-1
Q e* +1 Q t

e?+1

o @ ?Z)dt =[t- 2Int]s =

ax.

dt =

EE
e +1- 2In(e® +1) - 2+2In2=

2
& -1 2intl

Opgave: Beregn integralet (‘5 %cos(l nx)dx
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Lesning: Vi sHter

t=Inx
og far
dt = L dx
X
Xx=eb t=1
Xx=1b t=0
Derfor

) %cos(l n(x))c = Gcostdt =

[sint](l) =sinl- sin0=sinl

Opgave: Beregn integralet Q InTxdx
Lesning: Her skd man bruge partiel integration:

Inx

[Inx><2«/—] QX>Q«/—dx—

2>4ne><\/6 2X4Nn1x/1 - Q—dx-
2e- 0 -[4&]1:4-246

Opgave: Lad f vege givet ved

-10<x<?2

X

f(x) = ;
x/4 X3 2

Beregn @3f(x)dx.

Lemning: Vi f& ved brug af indskudsreglen:
St = SF () + S (= (3 —dx+ 3 =
Qf () dx=Qf () dx+qg f(X) Q5 X+QZ—

5 ()3
[Inx]f+ X0 2o e 2o
81, 8 8 8

Opgaver
3.1  Bedem vaadien af fdgende integrder:
d 2 Jv2 1
a) 02(3x +2x+ 1) dx b) 0 Z C)

8
Q- xdx
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3.2

3.3

34

3.5

3.6

J 2
d) Q(x - x+1)dx €)
9 OB+ h
En funktion f opfylder

KO/ O
> @,

dx
4 dx

X | =

HO/n Do
>
<

Of (k=1 , (‘Sf(x)dx:3 L Qf k=1 og §f ()dx=-4

Beregn fdgende integraler vha. indskudsreglen:

\3 \5 \7
a) Qf(x)dx b) Qf(x)dx C) Qf(x)dx

7 2 7
d) (‘;f (x)dx € Qf (x)dx f) Qf (x)dx
Beregn fadgende integraer. Brug partiel integration

2 1 3
a) o) x2 Inxdx b  Q(x+De*dx 0) @xe3x dx

P 2 2P £ Inx

X< cosxadx X Xsinxadx —

d) o} €) Q f) Q ) dx
Beregn fdgende integraer vha. integration ved subgtitution.

2
a Q335 dx b) QemTX

d

9 (‘5(4- 2x)sin(dx- x2) dx

9 Q0% I - (2 9)xax

d) Q3x\/x - 250X
f) (‘Sx\/x - 9dx

/2 : P2 o
o) Qp elSM™0* seosx>sin xdx h) 3 sm()l(n X g
Beregn nedenstdende bestemte integraler.
\3 2 X3 \3 2 .X
a) Qx°e dx b) Qxe dx
o2 . N 8
C) QMIn(smx) cosxadx d) le(x+1) dx
& P gnx
Inx)? dx
® Q( ) L 2 +COSX
5 5
Givet: Qf (x)dx =2 og ij(x)- g(x))dx =1
5
Q’?g(x)dx
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3.7

3.8

39

Givet: S(f (X)- 200))dx=6  og 6’(21‘ () + g(x))dx =12

Find: (‘Sf (X)dx  og éZg(X)dX
Gvet (f(X- g0)dx=2  og  JT(0+20(Q)dx=6
Find ()

Bestem fadgende integraer. (Brug indskudsreglen pa strategisk vigtige steder).
\3 \6
a) Q{dx b Qf2x- 4 c)

2p .
ézp|3| nx|dx
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1.4 Den geometriske betydning af integralet
arealbestemmelse

Vi vil her prassentere den vigtigste anvendelse & integralet, nemlig til beregning af areder.
Hovedsaningen er:

Sagning 11 (FS)

Lad f vaare en kontinuert, ikke-negativ funktion paintervalet |, og
lad a,bl | med a £ b. Dagadder, at

(5f(x)dx = aredet &
{(x,y)|a£x£b,0£ yE f(x)}.

b
Sadningen siger Ats3, a Q f (X)dx er lig aredet of det skraverede omréde nedenfor:

Bevis:
Beviset for denne saaning er lidt langt, savi deler det op i tre skridi:

1) Definition & arealfunktionen A.
2) Bevisfor, a A(X) = f (X).
3) Oversadtelse o 2) til et bestemt integral.

1) For ampelheds skyld anvender vi notationen
POy %) ={(x V)X £ XE£ %, ,0£ Y £ f(x)}.

Aredfunktionen A defineres nu ved:
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2)

A(X,) = aredlet af punktmaangden P(a,Xx,),forx,3 a
Bemaak, a A(X) kun er defineret for X2 a.
Bemaak endvidere, a A(a) =0, idet A(a) er aredlet of "stregen”
(a,y)|0£y£ f(a) .

Vi skd differentiere areglfunktionen A(%g), og dette geres ved at beregne

gransevaadien
im A +h) - Alx)
h® 0 h

ud fra geometriske betragtninger. Der er 4 tilfadde at betragte:

I: h>0 og fervoksendefor X3 X,
I h <0 og fervoksendefor X £ X,
I h>0 og f er aftagendefor X3 X,
IV: h<0 og f er aftagendefor X £ X,

Vi ngies med at kigge patilfadde | - resten &f tilfaddene behandles stort set ens.
Betragt nedenstéende figur:

Det skraverede omrade har aredet
A(Xy +h) - A(Xg)

og dette omréde kan spaares inde mellem de to kasser, som har arederne
f(xg+h):h

og
f(xg):h.
Vi har dtsauligheden

f(x):hE A(xg +h) - A(xg) £ f (xg +h):h

som ved divison med h giver
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f (%) £ A(XOJ’hr)]' AX) £ £ (x,+h)

Bemagk, a vi har antaget, at h > 0, og dette betyder, at ulighedstegnene ikke skal
vendes.

Lader vi nu h gdimod O frahgjre, og husker vi pd, at idet f er kontinuert, sa er
lim f(xo +h) = f(x0), safar vi uligheden

h® C
A(Xgth)- A(Xp)
h

f(xg) £ lim

] £ 1 (%)
h® C

Sammenholdes dette med det tilsvarende udsagn for h < 0, ses, at A er
differentisbel i Xg,09at A((Xg) = f (Xg).

3) Fra2) har vi, a ()f (X)dx = A(X) +k for et dler andet redlt tal k. Specielt har vi,
a

é)f(x)dX:(A(ka)- (A(@) +k) = A) - A@)
ogidet A(a) =0 ses a (5 f (x)dx = A(b) , hvilket beviser szningen.
6

Eksempel

Funktionen f er givet ved
f(x)=4x°.

Aredet A & punktmeangden givet ved
{(x,y)‘lE X£2,0£y E%xz}

kan nu findes ved udregning af
nedenstdende integrdl:

Det falger faktisk af sadning 11, at enhver kontinuert (ikke-negativ) funktion er integrabdl.
For en sadan funktion kan vi jo definere arealfunktionen, og beviset for saning 11 viser 3,
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a denne aredfunktion faktisk er en samfunktion til den oprinddige funktion. Dette argument
kan let udvidestil ale kontinuerte funktioner, og ogsatil stykkevis kontinuerte funktioner.

Nu er ssgning 11 ikke saaligt anvendelig i dens nuvagrende form - ddl's findes der funktioner,
som antager negative vaadier, dels er man normat interesseret | aredet mdlemto
funktionsgrafer. Dette rader @ gende saning bod pa:

Saaning 12 (FS)
Lad f og g veae kontinuerte funktioner paintervallet |, antag at der
gadder, a f (X) 2 g(x) forxI | ,oglada,bl |.Daer aredet

af punktmaangden
{(xy)agx£b, g £ yE f (0}

igirtegalet () (T (%)~ 9(X))dx.

Bevis:
For at kunne bruge saaning 11 skd bade f og g vaare ikke-negative overdt i
intervalet . Det behaver deikke at vaare, savi benytter et trick for at gere dem det:

Idet béde f og g er kontinuerte pa det lukkede interval 1=[a;b], sa har de begge en
mindsteveardi pa dette interval. Vadg et ta k, sdledes at k er starre end numerisk-
vagdien af begge mindstevagdier.

Dawvil funktionerne f (X) +k og g(X) + k begge vagre ikke-negative paintervallet
| =[a,b], og aredlet af punktmaengden
{@b)|aEx£b,g(x)+kEYE f(x)+Kk

vil vagelig aredet & den oprindeige punktmaangde. Vi har kort sagt skubbet den
oprinddige figur k opad:

Det sagte ared er nu differensen mellem arederne & punktmaangderne
A={(ab)|af x£b,0£yE f (x) +Kk}
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og
B={(a,b)]af x£b,0£ y£ g(x) +k]

- sefiguren:

Ergo, det oprinddige ared er lig

Q(F (0 +K)d- (g +Kydx =

QT (0 +K) - (900 + K)ok = (T (0 - gk
hvilket beviser sagningen.

Regnede opgaver

Opgave: Graferne for funktionerne f (X) = G 0g g(x) = x afgramser en
punktmaangde, som har et aredl. Beregn dette aredl.

Lesning: Vi skynder os at skitsere de to grafer. Det ses, f.eks. ved a l@se ligningen
f(x) =9(x)
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dler ved aflasning pa grafen, at den sagte punktmaeengde ligger melem
linierne X = 0 og X =1, og man kan kontrollere dette ved at se, at
f(0)=0=9(0) og f(1)=1=g(2)
Endvidere ses, at g(x) 3 f(x) for x1 [0;]]

Det sagte ared er dtsalig
1

09~ f (k= x- x2)dx=

Pafiguren er vig graferne for funktionerne f (X) = cosx og g(Xx) = snx.

Opgave:
Beregn aredet af omrédet begramnset af kurverne med ligningerne
y=1f(x),y=9(x),x=00g x=p.

Lesning: Det sesaf grafen, at

f(x)3 g(x) for0£x£% og g(x)3 f(x) for%£x£p

Vi kan sdedes ikke umiddebart anvende saning 12, men ma splitte
omrédet op i to dele. Arealet kan siledes som

P/a P
QU 9= gi)dx+q (9(x)- T (¥))dx =

P4 . Y .
Q(cosx- sinx) dx + QM(smx- cosx))dx =
[sinx- (- cosx)]8/4+[(- cOoSX) - sinx]gl4 =
[sinx+cosx]p'* +[- cosx - sinx]? , =

sing +cosh- (sin0+cos0) + (- cosp - sinp) - (- cosf - sinf) =
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Z- D0 (MHCD-0- (P)-P)=
V2-1+1+42=22
Atter en gang kan det vist betdle Sg at holde gje med fortegnene!

Bemagk, a hvisvi | sedet uden videre beregnede integralet
‘p
Q(F (¥) - g(x)) dx

savillevi ikke fa det rigtige resultat. Vaadien & dette integrd ville nemlig
vazelig det farste dareal minus det andet delaredl.

Alternaivt kunne man beregne integraet

SIF (- g(ax

som uden videre ville give det rigtige aredl. Problemet er bare, at man, for at
fastyr paintegranden, er nedt til a splitte integralet op efter fortegnet for
‘indmaden’ f (X) - g(X) - og gar man dette, A far man netop udregningen
ovenfor!

Eksempel

Vil man finde aredlet af punktmaangden
{xy|oexe1-Vxeyeq,

som er tegnet ovenfor, da skal man opfatte punktmaangden om omrédet mellem
graferne for funktionerne g(x) =0 og f (X) = X. Man ska derfor beregne

integraet

A= (0- (-)dx =] Vxx=[2x/x] =2

0

Eksempel
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Vil man finde aredlet af det skraverede omréde mellem sinuskurven og x-aksen
ovenfor, si skad man beregne to integraler - man ska nemlig opsplitte omrédet ved
den lodrette linie med ligningen X = p . Beregningerne bliver:
_ P, 2P - _ p 2p _
A= Q(smx- 0)dx+Q (0- sinx)dx =[- cosx|} +[cosx]IO =

- cosp + cosO+cos2p - cosp =4

Generelt kan det betdle Sg at glemme sadining 11 og opfatte ale areaberegninger som
tilfadde af ssdning 12. Situationen i sadning 11 skal da opfattes som, at man ska finde
aredlet af omrédet afgramnset af grafen for f og x-aksen, som er grafen for nulfunktionen.

41

4.2

Opgaver

Skitsér fagende punktmaeangder og beregn deres aredl:
a) {(x,y)|2£x£3,0£ yE 6x}

b) {(x,y) O£x£1,0£y£ex}

C) {

) {(xy[0£x£4,0£yEK]
{(x,y)|- 2E£ XE£-1,0£ y£-4x}

x.y)|- 1£ xE1,0£ y£ 6x2}

€)

f {(x,y) 0E£ XE£9,0£yE eX’3}

Skitsér og bestem arederne af omraderne begramset af de nedenstdende kurver:
a) y=5- 3x2, x-aksen, y-aksen og x=1

b) x=-2,x=2,y=2x?o0g y=8

0) =-1,x=2,y=e* og y=e ¥
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4.3

4.4

b)

d  y=2x*+x-1log y=3-x
e y=2x% og y=x>- 3x

Bestem talet ¢, sdedes at omrédet begramset af kurverne med ligningerne
y=x’ og y=4
opdelesi to lige store omréder af den vandrette linie med ligningen y =cC.

Betragt funktionenf med forskriften f (X) = xxe™ *.

Tegn grafen for f.

Af grefen for f fremgér det, a I(i@m f (X) = 0. Dette kan uden bevis benyttesi det
X® ¥
fagende.

Aredet a punktmaangden
{y)|0EX£t,0£YE (%)}

betegnes A, . Her betegner t er redt, posgtivt tdl.
Beregn et udtryk for A, som funktion &f t.

Man kan bevise, at punktmaangden
{(x,y) |0£x,0£ y£ f(x) }

har et areal. Dette aredl betegnessom A, .

Betemvagdienaf A, .
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1.5 Numerisk integration

De tidligere udviklede metoder og regneregler for integration er ganske udmaakede, men
kommer nu og datil kort. For eksempel kan neavnes.

Man kommer nu og da ud for a skulle integrere en funktion, som det viser Sg a veae
ganske vanskeligt at nedskrive en samfunktion til. F.eks. skal man indenfor
sandsynlighedsregningen beregne integraer af formen

o1 . X212 dx

Q20
men det kan man bare ikke. Integranden er ganske skikkelig; det er en kontinuert og
dermed integrabel funktion; men man kan ikke opskrive en samfunktion ved brug af de
ssavanlige funktioner.

Man kan ogsa komme ud for at skulle integrere en funktion, hvor man kun kender enkelte
funktionsveadier, f.eks. fraen tabel dler fra eksperimentelle mainger. Hvordan kan man
integrere en funktion, n& man ikke kender funktionens forskrift?

Enddig kan man komme ud for a skulle beregne integrder i massevis - hver for 9g kan
integralerne nok vaare ganske Smple, men det tager dligevd tid a beregne f.eks. en million
af dem. Derfor vil man gerne finde metoder, hvormed en lommeregner eler en computer kan
beregne integrder.

Det viser 99, a man bliver nadt til a regne en tilneame se (gpproximation) til det enskede
integrd ud. Der findes forskellige metoder til dette, og tilsammen kades de numerisk
integration.

Vi vil omtae hele 5 metoder til numerisk integration. De har dle det tilfadles, a man erdtatter
den méske ret komplicerede integrand med en smpd funktion, som ligger tag pa
integranden. Det er da barnemad for en 3.g'er a integrere den smple funktion. Det viser Sg
endvidere, at tolker man integralet som et ared, s kan approximationerne nemt visudiseres
geometrisk.

b
Vi vil gpproximere integralet Q f (X)dx, og vi starter med de s3kaldte venstresummer.

|deen ved bade venstre-, hgjre- og midtsummer er a ergtatte integranden f med en
stykkevis kongtant funktion.

| farste omgang kunne man finde pa a erstatte f med den konstante funktion v, givet ved
b

v, (x) = f (a). Af figuren ses, a Q f (a)dx =(b- a)xf (a) . Detteta betegnes V, -

den 1. venstresum. (Bemaak, at f (a) er et td!)
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En lidt bedre gpproximation kunne opnas, hvisvi ddteintervalet [a ; b] opi to lige store
stykker, [a; % | og[ x;;b] , hvor
b-a

X =a+

er midtpunktet mellem a og b. Vi tilnegmer daf med den stykkevis kongtante funktion v,
med forskriften

f(X) » X EX<X
f(x) , XEXEX,

Vz(X):$

hvor vi har skrevet X, 0g X, i stedet for aog b.

Integraet af denne tilnaamede funktion betegnes V, og er lig
X X1 X
V, =¢ dx = ¢ dx+ ¢ dx =
2 Q()Vz(x) QOVz(X) X Q1V2(X) X
\Xl \X
Q F (o) + Q) F(xu)ek =(x - %) F(x0) + (%o - ) f (x0) =

2R 0+ 252 £ (0) =222 )+ £ (%)

AR

b
og ud frafiguren ares, at V, ligger tedtere pa Q f (X)dx end V;.
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Videre kan vi dele[a; b] op i tre stykker, [XO; xl],[xl;xz] 0g [X2;X3], hvor

x =a+— i i=0123

(vis selv dettel) og vi tilneamer sif med den stykkevis konstante funktion v,
f(Xp), X E X< X
V3(X) =9 TF (X1), X EX <X,
f(X5),% £ XE X5

Vi f& da, efter en kort udregning,
b b-a
Vs = QUa(X)dx = 3 (f (Xo) + £ (%) + T (%))

Hele generdt definerer vi den n'te venstresum V,, ved

Definition 13 (FS)

_b-a

Vo ==

(f (%) + T O) +.+ 1 (X 1))

b
Generdlt skulle V,, gerne vagre en gpproximation til integralet Q f (x)dx, ogjo sterren

bliver, jo bedre skulle gpproximationen vaae,

Ser man pafiguren nedenfor, s ser man, at det enkelte led b-a f (X) geometrisk set er
n

aredlet & den i'te strimmel med hgjden f (X;) og bredden E.
n
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| stedet for konsekvent at approximeref i et interval med funktionsvaadien i venstre
endepunkt, s kunne man bruge funktionsvaardien i hgjre endepunkt. Som figuren nedenfor
viser, far vi hgjresummen

Definition 14 (FS)

Hy = 2201 () + 10+ ()

(Bemaak aandringen - ved hgjresummer starter man med x; og ender ved X,,)

Endelig kunne man finde pa at bruge funktionsvaardien i midtpunktet af intervalet. Dette

midtpunkt betegnes I og er lig

b- a
n

(vissdlv dette!) Vi far damidtsummen

m:xi+%:a+ >(i+%) . i=1,2,...n-1n

Definition 15 (FS)

My =252 () + 1 (my)+.+ 1 (my)
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Eksempel
Vi vil beregne integraet (‘5 %dx vha de numeriske metoder; men farst beregner vi
det eksakt:
é%dx:[lnx]f =In2- In1=1In2 » 0,6931472...

Vi starter med at sedte n =1 og far

2_1>(1) 1

2_1”(1) 05

2—1 >(i) » 0,6666667...

hvilket ikke er overvaddende pracist. Vi prover videre:

v, = 2—1 >(1 ; _) »08333333..

H, = 2—1>(i+_) » 05833333...

M,=2"1q L 4 1y, 06857143.
2 ‘125 175

og for govs skyld

=212, 1, 1,1, —)»07678571

5112L4L6L

He =2t Ly 1 +i+i+_)»06678571
5 12 14 16 18 2.0

Mg =222 Ly i+i+i+_)»06919079
5 11 13 15 17 19
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Den procentvise afvigelse & den bedste approximation, M, fraintegralets eksakte

vaadi In2 er 0,2% - ikke en voldsom ngjagtighed, n&r man taker pa det
regnearbejde, der skal gares.

Det ses, at bade, venstre-, hgjre- og midtsummer ikke er saligt prascise. Vi vil derfor sege
at finde metoder, som giver en starre ngjagtighed med mindre regnearbejde.

Ved béde venstre-, hgjre- og midtsummer goproximerer man integranden med en stykkevis
konstant funktion. En mere raffineret metode er & anvende en stykkevis linesa funktion.
Dette giver anledning til de s3kadte trapez-summer.

Vi kraaver, a grafen for denne stykkevis linesere funktion t,, skl best af liniestykker, som
g& gennem punkterne

(Xo» T (%0)), (%, T (%)), - (Xq s T (X))

For a finde en forskrift for t,, koncentrerer vi os om det i'teinterval [xi ; Xi +1]. t,
opfylder da, at

t,(%)=T(x) 09 t,(%.) =T (%)

Vi kan umiddelbart skrive forskriften for t, i dette interva op:

F(%e1) - T(%)

- %)+ F06) xT [ %5
X (x- %)+ F (%), XT [%:%44]

th (x) =

Som grafen viser, sgiver t,, en god gpproximation til f. Vi er interesseret i & finde
integralet & t,,, som atsd er approximationen til integralet for f:

RAFE]

Q" (Y=
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Xi+1

(x x)zvf(x;:i )];(Xi)+f(xi)><xxi =

)P ) - 0 1 04) % =
Xi+1 -

(X|+1 X

042 9)(F 5 = FOO)+ F06) (X X) =

%(xiﬂ- X )(f (%) + (%)) =

b -
2—:‘<f (%) + f (%51))

og ved brug af indskudsreglen fas
\b \Xn
Qtn (X)dx = Q) t,(x)dx =

Q)jltn(x) dx + c‘)xf £ (%) dx+...+Qtfl £ (x)dx =

(f(Xn1)+f(X))‘

M(f(Xo)+f(X1))+ (f(X1)+f(X2))+ 42

E(f(xo)+2f(xl)+2f(x2)+ +2f (Xpo1) + (X))

Dette integral betegnes T, - den n'te trapezsum:

Definition 16 (FS)

T, _M(f(xo)+2f(xl)+ A2 (%, 1)+ F (X))
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Denne formel er i avrigt meget |ettere at udlede geometrisk: T, er
nemlig summen & arederne af de smatrapez'er pa figuren. Hver
trapez har hgjden

— — b-a
h=X.- % =22

og deto grundlinier er

9, h 9, g = f (%) 0og 9 = F (%)
Bruger vi formlen for aredlet & e trapez, fas, at det i'te trapez har
aredlet

DE2(F (%) + f (%41))

og adderes disse aredler, fas formlen i definition 16

Der er en smpe sammenhaang mellem vendtre- og hgjiresummer og trapezsumme:

Satning 17 (FS)

1
Tn :E(Vn +Hn)

Bevis:
T, :%u (%) + 2 (%) +2f (%) +.. 42 F (X 1) + (%)) =
b- b-
12—rf‘<fl<x0)+1f<x1>+...+f<xn-1>>+ Zna<f<x1>+...+f<xn-1>+f(xn)):
205 =50 ,
(0]
Eksempel

Fortsadter vi regnerierne fra det sdste eksempel ses, ved brug af ssening 17, at

T, =0,75,T, » 0,7083333.. 0og T, » 0,7178571..

Den procentvise avigdse af T fraintegralets eksakte vaadi IN2 er 3,6%.

Generdt vil trapez-summen give en vassentligt bedre gpproximation end midt- summen.
Alligevel er approximationen ikke god nok, savi g&r et trin videre og omtaer den formd,
dle anvender i prakss, nemlig Smpson's formel.
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| denne forme approximerer man integranden f med et 'stykkevist andengrads-
polynomium’, dvs. med parabelbuer.

Vi udelader de gustne detdjer her, men henviser | Sedet til opgave 5.5 nedenfor. Faktisk er
Simpson-summer et udmagket emne at skrive 3. &rs opgaver om.

Definition 18

S, :%(f(xo)+4f(x1)+2f(x2)+

4f(X3)+2f (xq)+...%
4f (Xn-1)+ F(Xn))

Eksempel
Vi afdutter med a beregne Smpson-summer for integraet fra det Sdste eksempd.

11 1 1
= Z(=+4—+2)=0,6944444, .
>1 6(1 15 2)

Sz=i(1+4i+2i+4i+1):0,693254...
12'1 125 15 175 2

Allerede den anden Simpson-sum giver en afvigelse fraintegraets 'sande’ vaardi pa
kun 0,02% - dette er vaesentligt bedre end den noget mere komplicerede
trapezsum Ts.

Opgaver

51 Bevisformlen
s, ::—13(Tn +2M.)

5
52 @ Visa@%dx:InS

b) Approximér In5 ved at udregne Vg, Hig, M1, T30 00 Sy -

C) Bestem de procentvise afgivelser af resultaternei b) fra
integralets eksakte vaadi
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5.3

54

Funktionen f er voksende og kontinuert. Nedenstdende funktionsveadier
oplyses.

X 1 2 3 4 5
f(x) 15 25 3 4,5 6

a) Bestem den trgpezsum, som benytter dle tabellens oplysninger.
b) Gar redefor, at
5
11£ Qf (X)dx £16

Lad f vaae en voksende funktion.
a Bevisa V, £ H,.

b) Gar redefor, a
b
V, £ Qf (X)dx £ H,

0g

V,EM,£H,

C) Bevis, a
b

‘Qf(x)dx- My £ H, -V,
d) Vis, a

ooy = 10)- @)

n

og ger rede for, at

b
M,® Qf(x)dx for n® ¥
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5.5

Simpson'sformel

Formdet med denne opgave er a udlede Simpson's formel.

b
Vi har en funktion f paintervalet [a,b], og vi vil beregne Q f (x) dx.

Strategien er at gpproximere f med et stykkevist andengradspolynomium, kades s

Vi starter med a finde et udtryk for s, paintervallet| X , X1 ]-

a)

senere.

Vi kreever, a s, falder sammen med grafen for f i tre punkter, nemligi X; ,m; og

Gor redefor, at

s, (X) =a(x- m)? +b(x- m)+g
er et andengradspolynomium. Talenea, b og ¢ bestemmes

Xi,1- Vi har dtsatre betingelser, s, ska opfylde:

b)

d)

S, (%) = T(x),s,(m)=f(m)ogs,(X.1) = f(X1)

Bevis, a
Xisg - M =552 og Xx-m=-52

Tdlenea, b og ¢ i forskriften for s, ska nu findes. Brug detre
betingelser ovenfor og vis, a
q= 1 (gu)- 20(M)+ 1 (X)
2d?
b= F(%)- F(X)
2d
¢=f(m)

hvor vi har anvendtt forkortelsen d = 22

Bevis, a
(5“1 %(X)dxz%(f (%) +4T (M) + (X))

Udled formleni definition 18 ved brug af indskudsreglen.

n:



1.6 Omdrejningslegemer

Et omdrejningslegeme er et legeme, som er opstaet ved at dreje en kurve omkring x-aksen.
Eksempler pd omdreiningslegemer er kugler, cylindre, kegler og paraboloider.

Pafiguren er vig, hvorledes en smpd lineser graf ved rotation om x-aksen giver et
omdregjningdegeme - en sakaldt keglestub.

Vi vil viseen vigtig formd til beregning a rumfanget af omdrginingdegemer:

Satning 25 (FS)

Lad f vage en differentiabel funktion paintervalet [a;b]. Daer
volumenet af omdrg ningdegemet dannet ved rotation &f
punktmaangden

{(x,y)’a£x£b,0£ y£!f(x)!}

igirtegalet () p(f (¥)? dx

Bevis:
Vi dder intervalet [a;b] op i n stykker og erstatter f med en stykkevis konstant
funktion - i evrigt den samme funktion, som vi brugte i midtsumsberegningerne:

Aliravs

y y

45



Laver vi omdrejningdegemet harende til denne stykkevis konstante funktion, safas
den samling cylindre, som figuren til hgjre viser. Bruger vi de samme betegnelser som i
formlen for midtsummen, saer volumenet & cylindrene til sammen lig

2”8 pxf (my)2 +pxf (my)2...+pxf (m,)?)

idet volumenet & en enkdt cylinder med radiusr og hgjden h er p>hr2, ogdeni'te
cylinder har redius f (m; ) og hgjden M.
n

b
Vi obsarverer, a summen er en midtsum for integralet Q p(f (x))? dx, og lader vi
nun gaimod uenddlig, s neamer den stykkevis konstante funktions
omdrgningdegene 99 det oprindeige omdrg ningdegeme. Samtidigt hermed neamer
midtsummen ovenfor Sg til integralet.
)

Eksempel
En parabol oide er omdrejningdegemet for grafen givet ved y = Ix (eller rettere
legemet, som opstar ved a rotere parablen med ligningen y = x% om y-aksen). Vi
finder volumenet &f paraboloiden med hgjden h (dvs. det legeme, som opstér ved at
rotere punktmaangden

0(x,y)|o£ x£h,0£ y£JxT

Vifa, a
h h ex o h?
V = p(v/X)%dx=pxq) xdx=p —
Q P =P xadx=pesa =P
Eksempel
En kugle med radius r kan omfattes som omdrejningdegemet fremkommet ved at
rotere punktmaangden

[(x,y)‘-r£x£r LOEYyEAr?- x2}

omkring x-aksen.
Vi kan nu beregne voluminet V & denne kugle:
2 é i
V= pc‘; (Wr? - x? dx= pé (r?- x®)dx=pa *x- %u =
- - e a

r

p((r?- 4r%)- (-r¥+3r%) =4pr®
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hvilket jo er det frafolkeskolen velkendte udtryk!

Eksempel
Vi roterer punktmaangden

Oab)|1ex£2,xEyEx?+2l

omkring X-aksen og gnsker at beregne volumenet af det herved fremkomne legeme.
Dette legeme, som ligner et deformeret rar, kan opfattes som differensen mellem
omdrg ningdegemerne frembragt ved a rotere grafen for funktionerne

f(x)=x?>+2 og g(x)=x

Volumenet er da differensen af volumerne af de to omdregjningdegemer:
V=V - Vg =
2 2 2 2 2 2 2 2 2
O P(f(0)?dx- § P(9))* dx= Q) p(x* +2)%dx- ¢y px* dix =

2
2 4 2 2 2 X5 4X3 X3
+4x° +4)dx- dX =pjl—+—+4xR - pjl—f =
Q P(X™ +4x" +4)dx- g PX pM5 3 Xgl pms 1

P+ +)- (b +a)- (G- H)="0

Bemaak, at det er en grov fgl a tro, a volumenet a skdlen ovenfor er lig

O P(f () - 9(x)2 dx

Forskellen pa de to udtryk er indmaden; indmaden i det korrekte udtryk er
f(x)?- g(x)?

mensindmaden i det forkerte udtryk er
(F()- 9(x))? = f(x)*+9(x)? - 2 (x) *g(X)
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Opgaver

6.1 Beregn volumenerne af de omdrejningsegemer, der opstér ved rotation af nedenstéende
punktmaangder om x-aksen:

6.2

6.3

6.4

3 (xY)
B 1(xy)
9 1y
9 0xy)
e (XY)
RLE)

|2EX£3,0£ y £ 6X
0£x£1,0£y£ex}

- 1EXEL,0£ y£ 652

0£ x£4,0£ yE/xL
|- 2EXE£-1,0£y £-4x
O£x£9,0£y£ex}

Beregn volumenerne af de omdrejningsegemer, der opst&r ved rotation af
punktmaangderne begraansat af kurverne nedenfor, omkring x-aksen.

3x2, x-aksen, y-aksenog X =1

b) x=-2,x=2,y=2x* og y=8

d y=5-
C) =-1
d y=2x

, Xx=2 ,y=e** og y=¢€ X

2+x-10g y=3- X

& y=2x° og y=x>- 3

Betragt punkimengden M ={(x,y)| O£ x£16,0€ y £ 4/x

Beregn volumenet af fdgende tre omdrgningdegemer:
a) M roteresom x-aksen.

b) M roteresom y-aksen

c) M roteresom linien med ligningen y = 2.

a  Voluminet a en kegle med hgiden h og grundfladeradiusr er %przh . Bevis

dette.

b)  Voluminet & en cylinder med hgiden h og grundfladeradiusr er pr 2h. Bevis

dette.
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1.7 Olieproduktion

Vi giver i denne sektion en anvendelse & integraregning i det ‘virkdige liv.

| &ret 1974, hvor oliekrisen startede, brugte hele verden ca. 22 milliarder tender rdolie. Siden
dengang er olieforbruget vokset med ca. 9 % pr. &.
Verdens oliereserver var i 1974 edtimeret til at vaae ca. 625 milliarder tander olie.

a) Hvor meget olie er der forbrugt fra 1974 til i dag (1993)?
b) Hvorndr ville oliereserverne i 1974 vaae duppet op? (Det forudsadtes, at man  ikke
har fundet nye reserver.)

Vi starter med a opstille et funktionsudtryk f for verdens &lige oligforbrug. Lader vi tiden t
vage 0i & 1974, sd har vi dbenbart sammenhaangen

f (t)=22,09" (i milliarder tender olie).
Det totale forbrug fra1974 (t = 0) til 1993 (t = 19) er da summen
f(O)+f()+f(2)+f(3)+..+1(19)
Dette er bpvlet a regne ud, s vi observerer, a summen faktisk er en venstresum for integralet
onf (t) dt, (bemeak, at den avre gramse er 20, idet vi skal have hele 1993 med), og vi ngjes
damed a regne integralet ud:

2 .20
2 p00tdt = 9509 U 22
Q & InL09%,  In109

(1,097 - 1,09°) »1175,4

Det totae forbrug er da 1175,4 milliarder tender olie.

For at besvare det Sidste spargsmd betegner vi med F(s) verdens totae olieforbrug fradr O
(1974) til & s. Vi finder F(S):

22 %

(1,00° - 1)

S
K 1,09' 22
F(9 = f(t)dt = ! =
(9=QfW In1,0980 In1,09
og for at finde, hvorn& olie ville dippe op, sater vi F(9) lig oliereservernei 1974, nemlig 625.
Denneligning leses

~ 22 " .
F(s)=625 U ——(1,09°-1)=625U0 ...U s=144
(s In1,09(l )

Verdens oliereserver skulle atsa vaare Suppet op 14 & efter 1974, dvs. engang i 1988! Det
vakte bekymring dengang, og fik sammen med de hastigt voksende oliepriser lande som f.eks.
Norge og England til & intensivere deres oliegfterforskning.
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1.8 Kinematik

Den oprindelige anvendelse af integralregningen kom fra kinemetikken, som er studiet af
genstandes bevage se. Kinematikkens grundbegreber skulle vaare velkendte fra
fyskundervisningen, men vi repeterer dem dligeve kort:

En genstands position til tiden t beskrives ved talet S(t) - den sékaldte stedfunktion. Idet ser
en funktion & t, tager vi hgide for, a genstanden kan bevaye Sg.

Genstandens hastighed til tiden t betegnes med v(t), og vi har, at v(t) = s(t)
Genstanden acceleration til tiden t betegnes med a(t), og vi har, & a(t) = v((t) = su(t)

Integraregningen kommer ind i det gjeblik, vi kender en genstands hastighed ller accderation,
0g Vi gnsker at finde dens stedfunktion. Som et eksempel betragter vi det frie fald:

Idet frie fald betegner S(t) genstandens hgjde over jordoverfladen. Det er en eksperimentel
kendsgerning, a en genstand i et frit fald udsadtes for en konstant nedadrettet acceleration, -g.
| Danmark er g=9,82 m/s2.

Vi har dts3, a a(t)=-g. Integrerer vi, fas, at

v(t) = Ca(t)dt =- gt +k = - gt + vy, hvor vy =v(0).
Integrerer vi igen, fés

gt) = p(t)at = (Y- gt +vp)dt =- 2gt? +vpt+1=- 1gt? +yt+ 5
hvor nu s = s(0) er begyndelsespositionen.

Denne formd skulle gerne vage velkendt frafysk!
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1.9 Blandede opgaver

Find den samfunktion til funktionen f med forskriften
f(x)=x?+2x+5

hvis graf ga gennem punktet (1,1).
Bestem f@ gende ubestemte integraer:
a) QX3 - 4x?)dx b) QX2 - 2x 2)dx
1 1
— - —)d d Nx +2)8d
I e ) x )
5) (J2x+1)*dx ) OX® (X% +1)%dx
I N O—— Sy
(7x- 2)° (6x° - 8)°
. L(Inx)°dx . . tan2x
i O &
) X X cos” 2x
CcosX sina/x
K 07‘ dx | O—d‘ X
) N2 +sinx ) Jx
m  Cpos® x>sinxdx n) JJn(x+ 3)dx

| det fagende betegner f en differentiabe funktion med samfunktion F.
a) Bevisformlen:

Of (X)2dx = F(x) f (x) - OF (X) f &x)dx

b) Bestem
(YInx)%dx

C) Bevisformlen
CHN? xdx = - sinx>cosx + X- ¢pin® xdx
ved a benytte formlen fraa) og ‘idiotformlen' : si n? x+cos® x = 1.

d  Udedaf o), a c‘pinzxdx:%(x- sinx>cosx) +k.

B Hvad er (pos” xdx ?

Lad f og g vage integrable funktioner, lad g vaae differentiabel, og lad F vageen
gamfunktion til f. Bevis formlen
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9.5

9.6

9.7

9.8

9.9

004 FO 1002000,
9(x) a(x) g(x)?

Bevisformlen
(Janxdx = - Injcosx|+ k

(Vink: Omskriv integranden il 1 og brug substitution).
COsX

Bestem fd gende ubestemte integraer:

a  ()xcosxdx b)  O)xsin5xdx

9 O<cos(x?)dx 9 (x%e Xdx

B) Ox® ¥ nxdx f) gn(x +L)dx

9  Jn(x*)dx h OxIn(x?)dx

i) xe* - x % ¥)dx i) Jgn(L+ x?)dx

Bestem fagende ubestemte integrder:

3 . dx b) . Xdx
O«/1+ X O«/ X+1
9 . xdx 9 . x2dx
VxZ+1 Vx3+1
Beregn
2 2
a) (‘a xdx b) @1 xadx
5P, 2 .3
C) anxdx d) 02(X - X)dx
2, 09 303 2
€) Q(4x +5dx f) Q(4x - 3x° +2x- 10)dx
0 7- 20 O e

Beregn nedenstdende integraler. Benyt indskudsreglen et passende antal gange:
2P . P
sin x(dx b cosx|dx
) Qlsin¥ ) Q,loosX

52



9.10

911

9.12

9.13

9.14

9.15

0) (i|2X|dX d) 6p (Acosy + Jsinx])dx

Beregn nedenstéende integraer:

\l 3 \l 4 \l 3
a) Qx dx b) Q, X dx c) Q(x +3x- 2)dx
d  Oxax 33/xd 2 1
) Q X €) Q xadx f) Qﬁdx
21 2 dx . pl2
o) Q;dx h) Q2 i) q;lnxdx
: N sinx P2, .
) Q(Vtanx - e 7)dx k) Q/4(smx- cosx)dx
Betragt punktmaangden afgraanset af kurverne med ligningerne
y =snx y =2X og Yy :g

a Tegn punktmaasngden.
b) Beregn aredet af punktmaangden.

En guldmine produceredei & 1900 &ligt 10 tons guld. Denne produktion vokser med
1% &ligt. Hvor meget guld er det i at produceret i perioden fra 1900 til 1993?

En bils hastighed males hvert 5. sekund. Resultaterne er i nedenstdende tabel, hvor
tident er angivet i sekunder og hastigheden v i m/s

t 0 5 10 15 20 25 30 35 40

v 333 | 295 | 262 | 232 | 206 | 183 | 162 | 144 | 128

Hvor langt kerer bilen i |@bet af de 40 sekunder?

Approximér integraet
P73
Q 2 cosxdx

ved a beregne trapezsummen Ts.
Sammenlign med integralets eksakte vagdi.

a) Tegn grafen for funktionen f med forskriften
1
f(X) =——
X 1+sin® x

b) Approximer integralet
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@pf (x)x

ved at beregne T,,.
C) Beregn £, for det samme integrdl.

9.16 Mankan bevise, at
Beregn en tilnegmet veadi til p ved at beregne T, for integralet ovenfor.

9.17 Stirling'sforme

Stirling'sforme brugestil at goproximere n! for store vaadier & talet n. Formlen

dger, a
n"/n
en

n! »

nar n er stor.
Vi ngies her med at bevise en lidt svagere udgave a formlen.

a) Skitsér grafen for funktionen f (x) =Inx
b) Beregn integrderne

n+1

Sinxdx og ) Inxdx
Q@ Q
eksakt.

C) Visuligheden

ninn- n+1 £ Inl+In2+In3+...+Inn £ (n+1)In(n+1) - n

ved at benytte, a funktionen f er voksende, og ved a beregne en
hgjresum for det farste integral i b) og en vengtresum for det andet integral.

d) Omskriv uligheden til
n + n+l
en+1 eﬂ

9.18 De sakadte Fresnd integraler optraader indenfor geometrisk optik:
1 1
Cc@) = Qcos(gxz)dx og  SO=Q sin(2t?)dt
Bestem en approximation for C(1) og S(1) ved at beregne en Simpsonsum med
n=5

9.19
a) Bevisved subgtitutionen t = 9n x, at
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1 )
07‘ dx = arcsinx
N1- X2

b) Bevis, a

iarcsinx =

dx 1- X
C) Bestem

oresinx dx

(Vink: Partid integration - differentiér arcsin X og integrer et usynligt
1-td).

d) Bevis pa samme méde, a
.1
Ol—zdx = arctanx.
+ X

e) Bestem
(prctan xdx

9.20 Funktionenf er bestemt ved f (x) = &1,
Bestem den stamfunktion F il f, som opfylder, a F (In3) =1
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1.2
1.4:
1.6

2.1

2.2:

2.3

2.4:

Facitliste

x* +2 13 Zx/x+%4,x>0
1x*+32 15 x*+4 og X3
L(x)=-£+3,x>0 172 M(x)=%1+3,x<0
a) 4x? - 3x+k b) - 3x* +2x% +5x +k
0) 1x*- 5x%- x?- 4x+k d) 5x - 2x P+ 2x%+k
8 2xx/x+3x&x+E4x&x+k ) 5x5’2+3 B Inx+k
0 - cosx+2sinx+k h) tan X + x> + k
i) -5x L+dnx+tanx+k i) 3" +1e¥ +k
k) dsin(2x) - 1cos(3x) +Ex/x +K 1)
e+l
m  2xJXx +6/x +k n) eX + +1+k
e
0 2x*+4x%+k p Ix*- xt+k
Q  2x+4x/x+k N 3x"+3xP+k
a) - X>cosx+d9nx+k b) x>9nXx+cosx+k
0 - x?cosx+2x:sinx+2cosx+k d)  Xx®sinx+2xcosx- 2sinx +k
e Lx*Inx - 1x° +k f) 2JX:InX- 4/X +k
9  x(Inx)? - 2xx¥nx +2x +k
ad  A@x-D'+k b i(x+H*+k 0 -iBx-3t+k
d  2(x*+3¥+k o  -cogx’)+k f) %exz +k
o) -1x*+D % +k b lsin®x+k i) - €% +k
i) %In(‘xz+2x+:q)+k:In(|x+]J)+k
K A(xC+2x* +2x+6)+k
a) - J1- X2 +K b) -x:ie ¥ -e ¥ +k
0 2x(x-2¥-4A(x-2%+k o -Lcog4x?)+k
e) ;(X+2)3/2 +k f) %eX2+2X+k
g) 3(X+1)2 3X _ %(X+1)e3x +22_7e3X +k
0 XTcos(3x) i ésin(:%x) 4k ) - 2xoc0s(8X)+ & Sin(8x) +k

sn(tan(x)) + k k)
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2.5

2.6:

3.1

3.2
3.3

3.4

3.5

3.6:
3.9:

4.1:

4.2:

L& S e v g 2

2xJ3x-1- £(3x- D¥+k  n -1e® 4k

1(Inx)® +k P -dcos(x®- D+Kk
_ _ 2 4

Ix@- x)%-1(1- x)%+k r -——- —=+Kk

S b ik

- din(x* - 8x2 - 6) +k 5 26V +k

2

1x? - 2x+3In(x+1)+k,x>- leller x<-1

x* - Bx+16In(|x+3d), x< - 3eller x>-3

1.3
3X

a=2

2,-1,-1

+X+k,x>-1lelerx<-1
In(|x- 2|) +In(x+3)
b=1
a=3

2In(|x+1%) +In(x +3) +k

b=-2 c=1

2
3In(x +1) +x—+1+ In(|x- 2)

b)

b)

b)

-24 C) 1
2 2
) -1 d) -5 €)
b) e+l 0)
€
€) -2p
5
-— C 0
468 ) 9
64
9 — h
9 3 )
In2+2
5e3- e c -
) 22
e- 2 f) -In3
6090 38 43
32 0) 8
4 C) e-1
f) 3(e*- 1)
4
e 3
C —+e+—-3
) 2 2e? ?
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4.4.

5.2
5.3:

6.1:

6.2:

6.3

b)

1-te't- et

1,782039 1,462039

a)

a)

13,75

228p b)

8p €)

—Pp b)

1,6032107

1 2
_pe_]

112
3
1024

5

6976
€)

) 4096
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105 P

1,622039

1,6094868

7—2p
5

3 6
_pe_]

e e 3e?
p(—+—- —)
4 2 4



Kapiteloversigt

Det ubestemte integral
Of (ax=F(x) 0 F&x) = f(x)

O f () xg(x)dx = Of (x)dx £ g(x)dx X (X) dx = sx(yf (x) dx
Of () g(x)dx = F(x)g(x) - OF (X)g%x) dx (partiel integration)
Of (9(x)) xg&x) dx = F(g(x)) + k (integration ved substitution)

Det bestemte integral
QX =[F(]L =F(0)- Fa)

é’ F(X)dx = Q° F (%) dx + (‘Sf (x) dx (indskudsreglen)
é’ £(x)>xg(x) dx =[F (%) xg(x)]° - (5 F(X)>g§x)dx (partid integration)
é’ £ (g(X)) xg&x) dx = c‘i’( Yt (1)t =[F )% (subsitution)

Numerisk mtegration

b-a's b-ag b-a's
Vi =Taf(><) H, —Taf( i), Mj —Taf(m)

i=0 i=1 i=0

T, =288 (1) + £ (5.0)) = 20+ Hy)

i=0

Arealbestemmelse

Aresiet of punktmemngden {(x,)|a £ X£b,0£ y £ f (X} er (3 f (x)dx
Aredet af maangden

{(x.y)|aExEb,g() £ YE T (X} er (‘S(f (X)- g(xX))dx

Volumet a omdregjningdegemet fremkommet ved at rotere grafen for f i intervalet [a;b] om x-
b
sksener Qp(f (x))? dx.
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Nogle almindelige integraler

OX"dx = Loy 4k forudsat nt - 1

n+l

N -

OX Tdx = Injx| + k

O/xdx =2 x/x+k

(Ffdx=e* +k Cpdx=1e™ +k
X

S = +k

¢ Ina

(‘jnxdx: xInx- x+k
(‘pinxdx:- cosx +k
(‘):osxdx =sinx+k

(Janxdx = - Incosx| +k
1+ tan® x)dx = —— 1 dx=tanx+k
cos? x

Cpn? xdx = 1(x - sinx>cosx) +k

(Fos” xdx = 3(x +sinxxcosx) + k
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